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Teoretickd mechanika Uvod

PREDMLUVA

Tento text predstavuje sylabus pfednasky ,,Teoreticka fyzika 1%. Diraz je kladen zejména na
pochopeni fyzikalnich zakonitosti a jejich matematického popisu. Potfebnd matematika je
probirana v samostatnych kapitolach oznacovanych pismenem (M). Tyto kapitoly je tieba
chapat jen jako nutny piehled, ktery si neklade naroky na matematickou piesnost ani uplnost.
Text je prvni casti Ctyfdilného sylabu: 1. teoretickd mechanika, 2.kvantova teorie,
3. statisticka fyzika, 4. teorie plazmatu.

Fyzika 20. stoleti je poznamendna vznikem dvou oddélenych fyzikédlnich sméra —
obecné teorie relativity a kvantové teorie. Kazdy z téchto smér popisuje svym zpiisobem
pojem sily ve fyzice. V souCasné dobé zname Ctyfi silové interakce — gravitacni,
elektromagnetickou, silnou a slabou.

Obecna teorie relativity (geometricka teorie gravitace) popisuje gravitaéni interakci za
pomoci zakiivené geometrie prostoru a casu:

o kazdé téleso svou pritomnosti zakrivuje prostorocas kolem sebe;

o kazdé téleso se vtomto zakiiveném prostorocase pohybuje po nejrovnéjsich moznych
drahdach — tzv. geodetikach (reprezentuji skute¢né trajektorie gravitaéné ovladdanych
téles).

Kvantova teorie pole suspéchem popisuje interakci elektromagnetickou, silnou
a slabou za pomoci intermedialnich (vyménnych) ¢astic:

e Kazda castice kolem sebe vysila oblak intermedialnich castic, které si miiZze vyménovat
s ostatnimi casticemi a tim mezi nimi dochadzi k vzajemnému silovému piisobeni.

Tato vymeéna nespliuje Heisenbergovy relace neurcitosti, proto je nepozorovatelna a
b

ptislusné vyménné castice nazyvame pii procesu interakce virtualni. Intermedidlni Castice

jsou :

elektromagneticka interakce foton

silnd interakce gluony (8 druhi)
+ _

slaba interakce W W , Zo

Pro gravitaéni interakci pfedpokladd kvantova teorie existenci zatim hypotetickych
intermedialnich ¢astic: gravitontl.

Elektromagneticka interakce plsobi jen na castice s elektrickym nabojem, silna
interakce plisobi na hadrony (hadros = silny) — hadrony délime na mezony sloZzené z kvarku
a antikvarku a baryony slozené ze tii kvarkii. Slaba interakce ptisobi na leptony a hadrony.
Gravitacni interakce ptisobi na vSechny ¢astice bez vyjimky.

V pribéhu let dochazi ve fyzice ke vzniku mnoha novych odvétvi, fyzika se
diferencuje. Soucasné vSak probihd integracni proces — snaha o jednotny popis fyzikalnich
jevi. Tak byla v minulém stoleti pochopena spole¢nda podstata jevil elektrickych
a magnetickych (Oersted, Faraday, Maxwell) a vnikla teorie elektromagnetického pole. Po
vzniku kvantové teorie se objevila piislusnd kvantova analogie — kvantova elektrodynamika
a kvantova teorie elektromagnetického pole. V dobé relativné¢ nedavné se podafilo ,,spojit*
elektromagnetickou a slabou interakci v teorii elektroslabé interakce (Weinberg, Salam).
Nyni probihaji intenzivni pokusy pfipojit k teorii elektroslabé interakce jesté interakci silnou
(tzv. velké sjednoceni) a gravitacni (supersjednoceni, supergravitace). Nasleduje ptehled
vyznamnych objevil a udalosti ve fyzice, které prispely k tomuto integracnimu procesu.
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INTEGRACNI TENDENCE VE FYZICE

zakladni zakony optiky a mechaniky (1676)
analyticka mechanika (1788)

elektricky proud ma magnetické ucinky (1820)
jev elektromagnetické indukce (1831)

teorie elektromagnetického pole (1873)

zareni absolutné Cerného télesa (1901)
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obecna teorie relativity (1916)

planetarni model atomu (1913)

dualismus vin a ¢astic

vlnova kvantova mechanika (1926)

teorie spinu - Pauliho rovnice

1. teorie slabé interakce (30. 1éta)

Diracova rovnice, piedpoveéd’ pozitronu (1928)
kvantova elektrodynamika (1949)
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Sylabus, ktery se praveé chystate Cist je tietim vydanim. Text doznal minimalnich zmén. Budu
vdéény za vSechny pfipominky a objevené chyby a nedostatky. Objevite-li cokoli, co Vam
vhéni adrenalin do Zil, napiSte mi na adresu: kulhanek@aldebaran.cz. Na tuto adresu smétujte
i Vase dotazy a ostatni pfipominky. Ne&které zajimavé informace naleznete na adrese
http://www.aldebaran.cz. Zde je také mozné stdhnout posledni aktualni verzi tohoto sylabu.

Pteji hodné radosti z objevenych zakonitosti pfirody, pocitu moci, pochopite-li hloubku tivah
Vasich piedchtidct a pocitu bezmoci, ktery Vas bude pohanét kuptedu v okamzicich vahani.
Tém studentim a pedagogim, ktefi zjisti, ze na této Skole nemaji co d¢lat, blahopieji
k bystrému tsudku a pteji distojny odchod.

Petr Kulhanek, v Praze 15. 2. 2001


mailto:kulhanek@fel.cvut.cz
http://www.aldebaran.cz/

Teoreticka mechanika Zakladni pojmy

1. TEORETICKA MECHANIKA

1. 1. ZAKLADNI POJMY

1. 1. 1. Zakladni pojmy z mechaniky

Mechanicky systéem: jakdkoli soustava Castic nebo téles, které se rozhodneme popisovat
(elektron, atom, Zemékoule, planetarni systém,...).
Kartézské souradnice: pro soufadnice a sily pouzivame oznaceni:
X =r=(x1, X2, X3) =(X, ), 2), resp. F = (Fy, F, F3) = (F), Fy, F>).
Pohybova rovnice hmotného bodu ma tvar m d?x /di> =F.
Zobecnené souradnice: jakékoli parametry popisujici pohyb (uhly,
vzdalenosti, plochy). Oznacujeme je q = (q;  g;,.-)-

Pfiklad: Pohyb planety kolem Slunce

q1 = r(t) — vzdalenost od Slunce;
q> = ¢ (t) — thel privodice a zadané polopiimkys;
q3 = S(f) —plocha opsana priavodi¢em.

Zobecneéné rychlosti: Casové zmény zobecnénych soutadnic

Priklad: v, = dr/dt radialni rychlost,
Vp = dop /dt uhlova rychlost,
vs = dS/dt plosna rychlost,
Uy = dx/dt x-ova sloZka rychlosti.

Vazby: téleso nebo nekteré jeho Casti se nemusi pohybovat zcela libovolné. Pak tikame, ze
v systému jsou vazby. Ptiklad vazeb je na nésledujicim obrazku:

Téleso na naklonéné roviné Dvé télesa spojena ty¢i Kyvadlo

Stupen volnosti: pocet nezavislych udaji (parametri), kterymi lze zcela popsat pohyb
systému (znacime f).
Pfiklad: volny hmotny bod f=3

N volnych hmotnych bodl f=3N
hmotny bod na naklonéné rovin¢ ~ f=2
2 hmotné body spojené tyci f=5
prostorové kyvadlo f=2
rovinné kyvadlo f=1

Pro systém N hmotnych bodl s R vazbami plati f=3N—-R. Zobecnéné soufadnice volime
vzdy jako mnozinu nezavislych parametrti, které zcela popisuji systém, tj. je jich prave f:

q=(q1,92 --9y)
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Konfiguracni prostor: f — rozmémy prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty zobecnénych
soufadnic. Bod konfiguracniho prostoru nazyvame konfiguraci. Casovy vyvoj konfigurace
systému ((¢) nazyvame trajektorie.

Stav systéemu: v klasické mechanice je v daném cCase #( stav systému zcela uréen konfiguraci
q=(41,9>, - gy) a tendenci (zobec. rychlostmi) v = (v; vy, ..., Uy).

Redlna a virtualni trajektorie:

%

~+
i

realna trajektorie,
- trajektorie skute¢né
realizovana v pfirodé

~
e

trajektorie virtualni
(nerealizovana) - pro¢?

1. 1. 2. (M) Einsteinova sumac¢ni konvence

Vyskytnou-li se ve vyrazu dva stejné indexy, potom pies né¢ automaticky scitdme.
S¢itaci indexy budeme oznaCovat malymi pismeny abecedy (i,/ , k ...):
N

arb1+ axbyt ... tayby=73 a/.b/: ajbj
=1
i

Poznamka: Na oznaceni s¢itaciho indexu nezélezi : a; b; = a; b; = ayby = aby + ... +ay by .

Priklady:
Skalarni soucin dvou vektorii:
as (alaaZJ : 9aN) 5 b = (bl 9b2 s : 7bN) 5
a-b=a; b1+ arbyt ... tayby= = ajbj
Divergence:
T=U0,T,.T3);
oy T, OJT; oT;

divT = + + =
oxy  IOxy  Oxy ox;

Maticové nasobeni:
A-la s B-ln,)

N
{A'B}zj = auby; = a,b;.

k=1
Volné indexy jsou na obou stranach rovnosti (zde i, j). Pfes volny index se nes¢itd. Némy
(vézany, scitaci) index je dvojice stejnych indexti v jednom matematickém ¢lenu, pies ktery
se séita (zde k).
Maly prirustek funkce jedné proménné:
M¢jme funkci jedné realné proménné f(q), ktera hodnoté g ptifadi hodnotu f:
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fla): q9—-f; potom Af = ;‘%Aq

Piiklad: Pfedstavme si kouli o poloméru 7, jejiz objem je V (r) =4/3 zr 3. Polomér koule
zménime o Ar. Jeji objem se pro malad Ar pfiblizné zméni o AV = dV/dr-Ar = 472 Ar.
Interpretace je ziejma: 42 je plocha koule o poloméru » a Ar je tloustka této plochy.
Soucin predstavuje zménu objemu koule.

Maly priristek funkce vice proménnych:

Méjme funkei vice realnych proménnych /(g1 g2,---qn ), kterd hodnotam q pfifadi hodnotu f:

@ (q,--~9y) — f, potom Af = ﬁ-Aq1+-~+ﬁ-AqN = ﬁ-Aq,- :
oq oqy aq

Pfiklad: Urceme pfirtistek objemu valce, zvétsime-li polomér podstavy o Ar a vysku o Ah.
Protoze V(r,h) = mr?h, dostaneme AV = 0V/0r-Ar + 0V/Oh-Ah = 2mhAr + mr2Ah.

Prvni pfispévek je od zmény poloméru podstavy, druhy od zmény vysky valce:

N—

. —

Infinitezimalni (nekonecné maly) pririistek funkce vice promennych:
Zavedeme-li infinitezimalni zmény namisto malych ptirtistkii dostaneme vztah

dfzﬁdql + +aquN=aquj .

9q, oq oq
Poznamka: Predchozi vztahy lze preciznéji formulovat pomoci Lagrangeovy véty o piirastku
a véty o prvnim diferencidlu. Pro nase ucely vSak postaci jednoduché vztahy uvedené vyse.

Derivace slozené funkce:
JestliZe vnitini proménné g; zavisi na €ase, potom ma Uplna ¢asova derivace tvar:

f=59:,549y)
df _of da . 2f day _ of d4; _ 0"f_q'
dt dq, dt dq, dt dq; dt dq;

Pfiklad: Urcete prvni diferencial a prvni ¢asovou derivaci v polarnich soufadnicich:
x(t)=r(t) cos p(1) ,
y(t)=r(t) sin o(t) ;
ox ox

dx = —dr+—d¢ = dr —rsing do,
X >, r é’(p(p cospdr—rsing do

dy = er+ﬂd¢ = singp dr +r cos ¢ do;
or o
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X = Fcos@ — resing,
Yy = Fsing + regcos@ .

K symbolice v kartézskych souradnicich:

X=X ab=a-b

Pro /= f(x, v) zapisujeme gradienty takto:

§f=6f=5f= oforor). g f=8f=af= of of of
0¥ ox \ox’oey’ez)’ YU e ov o (0v, vy, ov, )
. of
nebo v komponentach: Py o, f = fi.
Priklad:
f(v):v2 = v2 = V'V =0,V :vzl+v§+v32 =v?
of of ov?
o _vUjUj =0,V;+v;0;; =V +v; = 2v; , nebo v - v 2v
l l
1. 1. 3. (M) Délkovy element
rAQ._
y=1 9l
an M
y=2
Al
AAJ’
Ax
y=3
x=2 x=4 xX=06
AlZ2= Ax2+ Ay? Al2= Ar2+ r2Ap?

Pro infinitezimalné¢ malé vzdalenosti pfejdou pfiblizné rovnosti v pfesné rovnosti.
V ortogonalnich systémech (soufadnicové sit¢ jsou vzajemné kolmé) lze délkovy element
vyjadfit vztahem

di* = gndg? + gndq3 +gndq3
v neortogonalnich obecné plati, Ze délkovy element je kvadratickou funkci piirastki:
dI* = g;; dg;dg;

Poznamenejme, Ze plati sumacni konvence. Koeficienty g;; se nazyvaji metrika nebo metricky
tenzor. Pti jejich urCovani Ize postupovat bud geometricky (viz horni obrazek) nebo
z diferenciadlii transformacnich vztahii pro soufadnice (viz piiklad pro polarni soutadnice

7
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z minulé kapitoly, kde byly vypocteny diferencidly dx, dy pro tyto soufadnice). Analogicky
postupujeme i pro dal$i souradnicové systémy:

Polarni souradnice:

T rc?w o di? = A+ rtde? (1.1)
y = rsing
Sféricke souradnice:
X = rcos@sinf
y = rsingsing® ;  dI* = dr’ +r2d0? +r*sin? 0dp? . (1.2)
z = rcosd
Valcové souradnice:
X = rcose
y = rsing : di* = dr? +r?de* +d* . (1.3)

Kinetickou energii systému pak mizeme snadno v zobecnénych soutradnicich urcit za pomoci
délkového elementu ze vztahu:

Fad) - ) dr* 1 dq;dq; 1 .
(q,9) = 5 mﬁ =, M8 7—5’”&] "y

Specialné pro piedchozi soutadnice tedy plati:

S B . .
Kartézské T(x,y,z)= Em(x2 +y2 +z2)

Polarni T(r, @)= lm(’;2 +r2p?)

2 | ' (1.4)
Sférické T(r,e,f,¢,9)=5m(f2+r292 +r2sin? 0 %)
Vélcové T(ri¢,z) = %m(ﬂ +r2¢p? +:2)

V jednotlivych soufadnicich se kinetickd energie rozpada na soucet Cclent
odpovidajicich jednotlivym stupnim volnosti. Naptiklad v polarnich soufadnicich se
kineticka energie sklada z radialni Casti 7} a rotaCni Casti T, .

Poznamka: velikost kinetické energie nemulze zaviset na volbé soufadnicového systému, kineticka

energie je skalarni funkci zobecnénych soufadnic. DalSi skalarni funkci je napfiklad potencialni
energie.
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1. 2. INTEGRALNI PRINCIPY MECHANIKY

Pfiklad: Piedstavme si, ze v rybniku se topi ¢lovék. Mezi zachrancem a rybnikem je bazinaty
pas, ve kterém se velmi tézko pohybuje, pas oraniSté a pole. Zachrance musi volit optimalni
cestu, aby se k tonoucimu dostal co nejrychleji (takovou cestou nemusi byt nejkratsi spojnice
mezi tonoucim a zachrancem):

oranisté

bazina

Celkovy ¢as, po ktery se bude pohybovat zachrance, ur¢ime takto:

dl - dt— dl
7o J-dl J-\/dx +a’y J-\/1+y
Y u(xy) v(x, »)

ty

Predpoklddame, ze zname prostorovou zavislost rychlost1 U (x,y). Ta je dana typem terénu
(pole, oraniSté, bazina). Nyni hleddme takovou kiivku y (x), aby pfedchozi integral m¢l
minimalni hodnotu. Resenim uloh tohoto typu se zabyva varia¢ni pocet.

Priklad (brachystochrona): y
Resme nasledujici tlohu. Téleso ma klouzat po naklonéné roviné
obecného tvaru mezi dvéma body A a B, které jsou v riizné vysce.
Ukolem je nalézt rovnici tvaru naklonéné roviny tak, aby se t&leso H
do bodu B dostalo za nejkratsi Cas.

Vypocet je obdobny predchozimu:

dl dl
= = dt=—
\/a’x +dy \/1+y
j (y)‘I I T

Rychlost ur¢ime ze zakona zachovam energie
1 3
mgy+ 5 mv- =mgH

Vysledné doba pohybu je
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_j e (1.5)
2g(H-y)

Nyni je nutné nalézt kiivku y(x), pro kterou nabyva integral (1.5) svého minima — jde opét
o typickou ulohu varia¢niho poc¢tu. Dokonceni feSeni naleznete na konci kapitoly 1.3.3.
Variacn¢ lze zformulovat i zakladni zakony mechaniky, teorie elektromagnetického pole
1dalSich fyzikalnich disciplin. V této kapitole se budeme zabyvat jednim z integralnich
principll mechaniky — tzv. Hamiltonovym principem.

1. 2. 1. Hamiltonuyv princip nejmensi akce

Oba dva uvodni ptiklady vedly na optimalizaci integralu typu
xB
T(x4x5) = [ F(3%0(x),5'(x))dx. (1.6)

X4

Integrand je funkci nezadvislé proménné x, hledané funkce y(x) a jeji prvni derivace
V'(x). Vysledkem optimalizace by méla byt hledand trajektorie ¢i kiivka y(x). V tvodnim
prikladu zachrance volil trajektorii tak, aby celkovy cas byl nejkrat$i. VSechny ostatni
trajektorie (tzv. virtudlni — nerealizované) jsou sice v principu mozné, ale zachrance se po
nich bude pohybovat delsi dobu. Obdobné je tomu v piikladu s klouzajicim télesem. Integraly
vyse uvedeného typu se nazyvaji funkciondly. Funkciondl je zobrazeni, pti kterém funkci
ptitadime ¢islo (v naSem ptipadé¢ celkovy cas).

Zakladni myslenka integralnich principi mechaniky je velmi podobna. Ze vSech
moznych trajektorii systému se realizovala jen ta, kterd je n¢jakym zptisobem vyhodnéjsi nez
ostatni. Hledisko vyhodnosti se uvazuje obdobné uvodnimu ptikladu, jen je ale nezavislou
proménnou cas, protoze hledame kiivku q(z):

Hamiltonitv princip:
existuje funkce Casu ¢, zobecnénych soufadnic a jejich prvnich derivaci (tj. stavu)

L(tﬂqb‘"’qf’C}l’“"q'f)

takova, ze ze vSech moznych zavislosti g (¢) = f (t) se v ptirod¢ realizuje ta, pro kterou ma
integral

B
SUatp) = [ Lq1se st prdrs e nd ) dt (1.7)
4
extrém (minimum).

Funkci L(¢, q , dq/dt) nazyvame Lagrangeova funkce (lagranzian) a integral S(z4 , tp)
integral akce.

10



Teoreticka mechanika Integralni principy

1. 2. 2. Lagrangeovy rovnice

Zaved'me virtudlni posunuti
04k = qkvirt ) = Gprear (1), TESD.
O0q =4 yir (1) = Qg1 (7)

(1.8)

jako infinitezimalni rozdil virtudlni (myslené) trajektorie a redlné (uskute¢néné) trajektorie.
Body na obou trajektoriich si odpovidaji ve stejném case (tzv. isochronni variace). Uved’'me
zakladni vlastnosti virtudlnich posunuti:

1) oq(t4)=9q(tp)=0, (1.9)
.4
2) da=—-0q. (1.10)

Prvni vlastnost vyjadiuje, Ze virtualni i realné trajektorie zacinaji a konci ve stejném bod¢
konfiguraéniho prostoru. Druha vlastnost vyjadiuje zaménnost operaci derivace d/dt
a variace 0.

Ip

uskute€néna trajektorie

virtualni
trajektorie
L (neuskutecnéna)

Poznamka: Vazby jsou v daném systému zahrnuty volbou zobecné&nych soufadnic — jejich celkovy
pocet je roven poctu stupfiti volnosti. Virtualni posunuti jsou posunuti ve shodé s vazbami v daném
Case.

Odvod’'me nyni nutné podminky extremalnosti integralu akce:

B
5 | L(t.q.4) dt

=0 =
4
‘B
jaL(z,q,q)dz =0 =
4
g
j(‘a—Laqﬂa—,Laq'k}dt =0 ,
04k 04

14
kde jsme z didvodu isochronnosti vynechali diferenciaci podle ¢asu. Druhy ¢len nyni za
pomoci (1.10) integrujeme per partes:

tp B
I 8—L5f1k _i[a—.Lj&Ik dt + {a—.L&]k} = 0.
oqy dt\ 9qy 94,

ty Iy
Posledni ¢len je vzhledem k (1.9) nulovy a proto
B
j(a—L—ia—,Ljaqkdz =0.
;04  dt oy

11
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Tato rovnost musi platit pro kazdé dva Casy 7y, #; a pro kazdé virtualni posunuti Ogj.
Vzhledem k tomu, Ze dg; jsou nezavisla (pocet zobecnénych soutadnic je roven poctu stupid
volnosti systému) musi byt zavorka v predchozim vztahu pro kazdé k£ nutn€ nulova, tj.:

e o0 k=l..,f. (1.11)

Tyto rovnice piedstavuji nutné podminky extremalnosti integralu akce a nazyvaji se
Lagrangeovy rovnice. Z matematického hlediska jde o obycejné diferencidlni rovnice
druhého fadu pro extremalni trajektorii gx (¢); k=1 ... f, ktera je realizovana v ptirodé.

Poznamky:

1) Lagrangeovy rovnice jsou pohybovymi rovnicemi naseho systému v zobecnénych soufadnicich.
Jejich tvar nezavisi na volbé soufadnicové soustavy. Newtonovy rovnice musi byt specidlnim
pfipadem v kartézském soufadnicovém systému.

2) Rovnice je tfeba doplnit o po&ate¢ni podminky

qr (t0) = qko

. ) (1.12)
gk (10) = qko
tj. zadat stav v néjakém pocatecnim Case ¢ .

3) Lagrangeova funkce neni jednoznaéné urcitelna, liSi-li se napfiklad dvé Lagrangeovy funkce
o konstantu (obecné i o nékteré funkce zobecnénych soufadnic a rychlosti), potom pro obé
Lagrangeovy funkce vyjdou stejné rovnice a tedy i stejné fyzikalni feSeni.

4) HamiltonGv princip v uvedené podobé plati jen pro nedisipativni systémy, tj. systémy ve kterych
nedochazi k tepelnym ztratam.

5) Lagrangeovy rovnice jsou jen nutnymi podminkami extremalnosti integralu akce, nikoli
postacujicimi.

6) V pfipadé uvodnich dvou pfikladl, kdy nejde o hledani ¢asové zavislosti trajektorie, ale obecné
feSeni extremalnosti funkcionalu (1.6) jsou nutnymi podminkami Eulerovy rovnice

d oF oF _
dx 0y' Oy
7) V matematice se nutné podminky minima funkcionalu nazyvaji Eulerovy rovnice, ve fyzice nutné

podminky extremalnosti integralu akce Lagrangeovy rovnice. Nékdy se témto rovnicim jednoduse
fika Eulerovy.Lagrangeovy rovnice.

Nejdulezitéjsi ulohou dané¢ho védniho oboru je volba spravné Lagrangeovy funkce.
Zvolime-li urcity tvar Lagrangeovy funkce, mizeme feSit piislusné Lagrangeovy rovnice
atato feSeni porovnat sexperimentdlnim pribéhem trajektorii. Nesouhlasi-li, je vybrana
Lagrangeova funkce Spatnd. Volba Lagrangeovy funkce patii mezi zékladni axiomy budované
teorie. Zpravidla se za L vybira vhodna skalarni funkce (jeji hodnota nezéavisi na volbé
soufadnic). Pro jednoduché mechanické problémy zname dvé dilezit¢ skalarni funkce:
kinetickou a potencialni energii. V nejjednodussim piipad¢ by Lagrangeova funkce mohla byt
jejich linearni kombinaci L =aT+ fV. Skute¢né lze ukazat, ze pro volbu a=1, f=-1
dostavame spravné pohybové rovnice, v kartézském soufadnicovém systému rovnice
Newtonovy — viz piiklad 1. v nasledu-jici kapitole. Proto

L(taq’q) = T(q’q) - V(taq) . (113)

Potencialni energie zavisi na poloze (potence — poloha). Pro komplikovangjsi systémy je
rozdéleni Lagrangeovy funkce na kinetickou a potencidlni energii zna¢né obtizné a navic
zbytecné. Jedinou tlohou mechaniky je volba spravné Lagrangeovy funkce pro dany systém
tak, aby feSeni pfislusnych Lagrangeovych rovnic odpovidalo pozorovanym trajektoriim.
Naopak, jak uvidime pozdé¢ji, na zakladé¢ riznych symetrii systému lze za pomoci

12
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Lagrangeovy funkce definovat takové veli¢iny, jako je energie, hybnost, moment hybnosti
systému, atd.

Vhodnou Lagrangeovu funkci 1ze nalézt 1 pro relativistickou mechaniku, pohyby
nabitych Castic v elektrickych a magnetickych polich, pro teorii elektromagnetického pole,
pro obecnou teorii relativity 1 pro dalsi fyzikalni obory. Vzdy z ni potom plynou rovnice
popisujici dany problém — napf. v teorii elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice.

1. 2. 3. Jednoduché priklady
Pfiklad 1: Hmotny bod v potencidlnim poli W(x, y, z)

Hmotny bod ma4 tfi stupné volnosti, za zobecnéné soutadnice zvolime
Q=x, 927V, @37z ,
potom

TG 3,2) = ;m(xz V)
V(x,y,y) -+ dana funkce ;
Lx,x) =T-V = ;m()'c2+y'2+z'2) -V .

Ptislusné Lagrangeovy rovnice maji tvar

d OL OL d .. oV .. oV
— =20 = —(mx)+ — =0 = mx = ——
dt 0x Ox dt ox ox
doL_aL oL od o e
dt 0y Oy dt 0 oy
doLd g ¥
dt 0z o©z dt 0z 0z
Vsechny tii pohybové rovnice miizeme piepsat do bézného tvaru
mXx=F ; F=-VV

Pfiklad 2: Rovinné kyvadlo

A Rovinné kyvadlo mé jediny stupent volnosti. Za
zobecnénou soufadnici zvolime thel ¢. Potom

x()=1-sinp(t) ; y({t)=-1-cosp(t) ,
x=Ilpcosp ; y=Ilpsing |,

I
I
I
I 1 ) 1 7.9
T=—m(x"+ =—ml ,

| X > ( o) 5 4

:<p / V=mgy =—mglcosp

I L:T—V:%mlz(p2 + mgl cos @

1

Odpovidajici Lagrangeova rovnice je

L . :
ia__a—L:O = gp—I—%smgo:O

Pro malé ahly je sin ¢ ~ ¢ a rovnice ptfechazi v béznou rovnici pro matematické kyvadlo.
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Pfiklad 3: Pohyb po naklonéné roviné

Az Pohyb po naklonéné roviné ma dva stupné
| volnosti. Za zobecnéné soufadnice budeme

[ volit vzdalenosti od hran naklonéné roviny
| x(t) a s(¢). Standardnim postupem mame:
|

x(1) = x(t) ;
A y(t)=s(t)cosa ;
a Y .
z(t)=s(t)sina
N T=%m(5c2+j/2+z'2)=%m(5c2+s'2) ;

V =mgz =mgs -sinx

L(s,)'c,s*):T—V:%m(ic2 +$2)—mgs-sina ,

a pohybové rovnice jsou

i@_L_@_L =0 = x=0,

dt 0x Ox

d 0L OL . .
——— =0 = § = —gsina
dt 0s Os

1. 2. 4. Dalsi priklady

Priklad 4: LC obvod

Za zobecnénou soufadnici budeme volit naboj Q(¢) odtekly z kondenzatorové baterie.

Ptislusnou zobecnénou rychlosti je elektricky proud 7 = dQvdt.

(//

II(()

Oznacime-li induk¢énost Z7a kapacitu ¢, potom Lagrangeova funkce

1., 07
L(O,Q)=—9 Q0" —=—
(0,0) 5 Q Y
poskytne spravnou rovnici % obvodu:
ia_lf_a_l’zo = Q+,1Q=O
dt 00 00 ve

PovSimnéte si, ze prvni Clen v Lagrangeové funkci je energie vazand v magnetickém poli

civky a druhy ¢len energie kondenzatorové baterie.
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Pfiklad 5: Pohyb hmotného bodu po kuzelové plose v gravitacnim poli

Pohyb mé& dva stupné¢ volnosti. Za
zobecnéné soufadnice budeme volit
vzdalenost Castice od vrcholu kuzele r
a polarni thel ¢. VyuZzijeme tedy dvé ze
sférickych soutadnic, tieti — odklon 6 od
osy z je na kuzelové plose konstantni. Za
pouziti (1.3) ptip. (1.6) snadno odvodime

x(t) =r(t) cos p(t) sin Gy

W) =r(t) sin p(t) sin Gy
z(fy=r(t)cos 6y ;

T(r,i,¢) = %m(ﬁz +r7sin? 0y ) ;
V(r) = mgz = mgrcosb, ;

L(r,r,@) = % m (fz + 72 sin? 6y (/')2) — mgrcosf ;

a proto
d 0L OL . .2 .2
2= o) = = mrsin“ 6 —mgcosfy
dr 07 or S
4oL L _ g o L 2psin2ay) = 0
dt 0p O dt

PovS§imnéte si, Ze v rovnici pro 7 na pravé strané vystupuje soucet sily odstredivé a piislusné
komponenty sily gravitatni. Rovnice pro uhel ¢ neni nic jiného nez zdkon zachovani
momentu hybnosti.

Pfiklad 6: Rovinné kyvadlo s vodorovné pohyblivym zavésem

Vodorovné pohyblivy zavés muizeme /:\ y
realizovat napi. vozickem na kolejnicce. |
Systtm méa dva stupné volnosti. Za '
zobecnéné soutadnice zvolime vodorov- :

nou polohu x(#) vozicku a uhel ¢(¢) - m """ x>
kyvadla. Kartézské soutfadnice vozicku =

budeme znalit indexem a a kartézské

soufadnice kyvadla indexem b. Dalsi
postup je jiz standardni:

xg()=x(0) 3 xp(0)=x(0) + Ising()
Y,(t)=0 ; yp(t)=—1lcose(t) ;

.. 1 2 .2) 1 .2 -2)
L(x,¢,x,¢)=§Ma (xa +ya)+5Mb (xb + Yy )= Magy, —Mpgyp =

=%Ma 2 +%Mb ()&2 +12(/')2 +2lx¢cos¢)+Mb glcosp
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1. 3. ZAKONY ZACHOVANI V PRIRODE

1. 3. 1. Teorém Noetherové

Objev kazdé veli€iny, ktera se v pribc¢hu ¢asového vyvoje systému neméni (zachovava)
je pro fyziku velmi dilezity. Tyto veli¢iny v mechanice nazyvadme integraly pohybu.
Ptipomenime né¢které zakony zachovani: zédkon zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie; v kvantové teorii zakon zachovani elektrického naboje, spinu, isospinu, baryonového
Cisla, parity, atd.

Je tfeba vyjasnit jaka je podstata téchto zakonu zachovani a za jakych podminek jsou
splnény. To se teoreticky podatilo Emmé Noetherové v roce 1916:

S kazdou symetrii v prirode souvisi néjaka zachovavajici se fyzikalni velicina.
Tato velicina je danou symetrii definovana a zachovava se jen dokud vychozi
symetrie plati.

Pii pozorovani jevii kolem nas je tedy velmi dilezité vyhledavat nejriznéjsi symetrie.

Uved’'me nyni ptiklady nékterych symetrii:

1) Na pracovnim stole jsme zkonstruovali néjaky mechanicky stroj. Stroj spustime a budeme sledovat
jeho chovani. Jestlize stejny experiment provedeme na stejném psacim stole v sousedni mistnosti,
vysledek bude stejny. Provedeme-li ale tentyZ experiment na stole v mistnosti o patro vy$e, maze
dopadnout jinak, protoZze gravitaCni pole Zemé méa na tomto stole jinou hodnotu. Tato fyzikalni
situace je symetricka vzhledem k vodorovnému posunuti, ale neni symetricka vzhledem k svislému
posunuti.

2) Vodicem tece konstantni proud. Kolem vodiCe se vytvofilo ¢asové neproménné (stacionarni)
magnetické pole. Do tohoto pole vypustime elektron a budeme sledovat jeho trajektorii. Vypustime-
li elektron o minutu pozdéji (poCatecni rychlost a poloha elektronu musi byt stejna), bude vysledna
trajektorie totoZzna. Zde hovofime o symetrii vzhledem k éasovému posunuti. Kdyby proud nebyl
konstantni, tato symetrie bude porusena, magnetické pole v rlznych €asech razné a trajektorie
elektronud odliSné.

3) Pfi silné interakci (drzi pohromadé atomové jadro) se neutron i proton chovaji stejné, pfi
elektromagnetické interakci razné (proton je nabity). Vyména neutronu za proton nebo protonu za
neutron je symetrickou operaci pfi silné interakci, nesymetrickou pfi elektromagnetické.

4) Priklady dalSich symetrii: rotaCni symetrie; zrcadlova symetrie (zaména levého a pravého);
vysledek experimentl je stejny ve vSech soufadnicovych systémech pohybujicich se vié&i sobé
rovnomérné pifimocaie (Lorentzova symetrie).

V teoretické mechanice se seznamime se zdkonem zachovani hybnosti, momentu
hybnosti a energie a se symetriemi, které t¢émto zdkoniim zachovani odpovidaji. V kvantové
teorii se seznamime s celou fadou dalSich dilezitych symetrii, které vedou k zachovani
elektrického naboje, spinu, izospinu, parity, barvy a viin¢ kvarki a dalSich kvantovych ¢isel.

1. 3. 2. Zakon zachovani hybnosti

Predstavme si, Zze Lagrangeova funkce nezdvisi na nckteré zobecnéné soufadnici,
konkrétné gy :

or g (1.14)

LZL(l,fh,---,Clk—l’CIk+1,---aCIfaCha---a(?f) < Py
0q

Zobecnénou souradnici, ktera se nevyskytuje v Lagrangeové funkci, nazyvame cyklickou. Na
qr potom nezavisi ani pohybové rovnice a tim ani vysledek experimentu. Situace je
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symetrickd Wviici prostorovému posunuti v zobecnené souradnici qj (viz prvni ptiklad
symetrii).

Z pohybové rovnice pro tuto soufadnici gy mame

d oL oL d oL oL
= = — = = —— = const
dt 0q, oq, dt 0q, 0q,

Nalezli jsme tedy ptisluSnou zachovavajici se veli¢inu.

Definice: Zobecnénou hybnosti odpovidajici zobecnéné souradnici g, nazveme

oL

P = . —
‘ 0q,

. k=L...f. (1.15)

Tato velicina se zachovava, je-li zobecnéena souradnice qj cyklicka (nevyskytuje se v L), tj.
fyzikalni situace je symetricka vzhledem k prostorovému posunuti v zobecnéné souradnici qj, .

Urc¢eme nyni zobecnéné hybnosti k ptikladim 1 — 6 z kapitol 1.2.3 a 1.2.4.

Priklad 1:

Zachovani ¢i nezachovani téchto veliCin bude zaviset na tvaru potencidlni energie
V(x,y,z).

Priklad 2:

OL 2.
p(p == ml ®.
op
Fyzikalni situace neni symetrickd vzhledem k pootoceni o thel d¢p (zméni se gravitacni
pole), proto se soufadnice ¢ vyskytuje v L a tato zobecnéna hybnost se nezachovava.

Zobecnéna hybnost k uihlové proménné se nekdy nazyva moment hybnosti.
Priklad 3:

Cox

mx ; = =ms
px pS as

Situace je symetrickd vzhledem k posunuti v soufadnici x, soufadnice x je cyklicka
a hybnost p, se zachovava. Pfi posunuti v soufadnici s se méni gravitacni pole, L zavisi na
s a hybnost p, se nezachovava.

Priklad 4*:

o .
PQ=£=“Q

Zobecnénd hybnost po (magneticky indukéni tok) se nezachovava, Q neni cyklickd
soufadnice.

Priklad 5*:
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9

Radialni hybnost p, se nezachovava (pifi posunuti v » se méni gravitacni pole), moment
hybnosti p, se zachovava — situace je symetricka vzhledem k pootoCeni v uhlu ¢, ¢ je
cyklicka soutadnice.

Priklad 6*:

Dy Ea—L_:(Ma+Mb))'c ; Py Ea—lj:Mblz¢+MbXZCOS¢
ox op

Zachovava se hybnost soustavy p, , nezachovava se moment hybnosti p,, . Pro¢?

1. 3. 3. Zakon zachovani energie

Necht’ Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case, tj.
oL
=0

L=L(q1,...,qu,q.1,...,q.f) 5— (116)

To odpovida situaci symetrické vic¢i ¢asovému posunuti. Najdéme tplnou ¢asovou derivaci
Lagrangeovy funkce:

dL_oL oL o oL d .
dt o aq KT ag, dr
Vzhledem k ptedpokladu je prvni ¢len na pravé strané nulovy, dL/dq; vyjadiime z Lagran-
geovy rovnice (1.11) a mame
L _dfoL), oL d .
di  dileg ) T o, ar Tk

Cleny napravo upravime za pomoci vztahu pro derivaci sou¢inu dvou funkci

a_dfe,
d  di\og,

a po pfevedeni na jednu stranu rovnosti zjistime, ze

d(a.Lq'k_szo = a—,Lq'k—L:const
0q

Opét jsme tedy nasli zachovavajici se veli¢inu.
Definice: Zobecnénou energii nazveme

gy,

Tato veli¢ina se zachovava, nezavisi-li Lagrangeova funkce explicitne na case, tj. je-li
Sfyzikalni situace symetricka vzhledem k casovému posunuti.
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V ptikladech 1 — 6 se energie zachovava, Lagrangeovy funkce nezavisi explicitné na
¢ase, vSechny situace jsou symetrické vici ¢asovému posunuti. Postupné mame:

L L L 1
E, = %x%y%z—L = gm(x2+y'2+z'2)+V(x,y,z),
E, = 2¢—L = lmlz(pz—mglcosql,

0P 2
E; = Z_L'x+%S_L = %m(x2+s2)+mgssina,

X S

2

E4 = a—LQ—L = ly;Q2+Q_’

00 2 2¢
Es = %r'Jrs—l(/;gb—L = lm(r'z+r2sin260¢2)+mgrcost90,
E; = %ﬂg_;(b_L = %Maszr%Mb(xz+12(/'>2+2l)'cqbcos¢>)—Mbglcos¢).

Povsimnéte si, ze ve vSech téchto jednoduchych ptikladech je

E=T+V . (1.18)

Tato relace ale plati jen pro specidlni tvary Lagrangeovy funkce. V obecném ptipadé nelze
Lagrangeovu funkci ani energii rozdé€lit na kinetickou a potencialni ¢ast. Energie je vSak
i nadale vzdy definovana vztahem (1.17).

Uved’'me na zavér piiklad, kdy se energie nezachovava. Uvazujme kyvadlo, jehoZ zavés
je velmi pomalu namotavan pomocnym motorkem v misté Uchytu (jefdb se zavéSenym
bfemenem). Délka zavésu se s Casem zkracuje

[=1ly—ct ,

¢ je rychlost navijeni. Lagrangeova funkce kyvadla
_ 1 a2 a2 _
L = 5 m(ly —ct)” ¢~ + mg(ly —ct)cosg

nyni explicitné zavisi na ¢ase a energie se nezachovava. Rozhoupejme kyvadlo a sledujme
jeho kmity. Ud¢lejme totéZ o minutu pozdéji. Experiment dopadne jinak, protoZze zavés se
mezitim ponckud zkratil. Fyzikalni situace neni symetrickd vzhledem k ¢asovému posunuti.
Duvod nezachovani energie je zde ziejmy — pridavny motorek, ktery neni zapocten do naseho
systému.

Vidime tedy, Ze zakladni zakony zachovani v mechanice jsou piimym disledkem
vlastnosti prostoru a ¢asu kolem nas. Je-li prostor homogenni (stejny ve vSech svych bodech),
zachovava se hybnost; je-li prostor isotropni (stejny ve vSech smérech), zachovava se
moment hybnosti; je-li prostor neménny v Case, zachovava se energie.

homogenita prostoru —> zachovani hybnosti
isotropie prostoru - zachovani momentu hybnosti
neménnost v ¢ase — zachovani energie
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Priklad (brachystrochrona, dokong&eni):

Nyni mame dostatecné matematické znalosti na vyfeSeni piikladu na brachystochronu z
ivodu kapitoly 1.2. Ukolem bylo nalézt kiivku mezi dvéma body, po které se téleso dostane
za nejkratsi dobu samovolnym klouzanim z bodu A do bodu B, jejichz vyskovy rozdil je H.
Uloha vedla na hledani minima funkcionélu (1.5)

X

B 12
_ l+y
T = I —Zg(H—y)dx'
x4

Nezavislou proménnou v této uloze neni Cas, ale prostorova soufadnice x. Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice proto budou mit tvar:

12
dOF OF o g | 102
dx 0y' Oy 2g(H-y)

Ptimé feSeni by bylo zna¢n¢ nevyhodné. Pokud si povSimneme, ze nezavisla proménna x neni
ve funkciondlu zastoupena, musi se zachovavat ,,energie*

’ 12
oy V2e(H =) 14,27 N28(H-y)

Jde o prvni integral Eulerovych-Lagrangeovych rovnic a tedy o diferencialni rovnici prvniho
fadu. PovSimnéte si, Ze ,,energie” neni v tomto piipadé rozdélitelnd na ,kinetickou® ¢ast s
derivacemi hledan¢ funkce a ,,potencidlni* bez derivaci. Po jednoduché upravé mame

Eg2g(H - y)\J1+y'? =—1.

Vyraz umocnime na druhou

2Ejg(H-y)(1+y?)=1 =
1

H-y= ; .
1+ "2 2E§g

Nejjednodussi integrace je parametrickd, tj. substituce y' = tg ¢. Parametrické feseni pro y
potom je

K

H-y=——— = y=H—Kcos2(p. ()
l+tg” @
Zbyva nalézt feseni pro x z defini¢niho vztahu pro substituci, dy/dp vyjadiime z (7):
dp dx cosp dx cos@

Separaci mame

dx = 2K cos? pdp
po integraci
x=KQ2@+sin2¢)+ L (1)

Integracni konstanty K a L ve vztazich (1),(TT) lze urcit z toho, ze feSeni musi prochazet body
(0, H) a (1, 0). Pro nase ucely postaci jen obecné feSeni, které je ¢asti cykloidy:
x=KQ2@+sin2¢)+L;

y:H—Kcosz(p.
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1. 4. HAMILTONOVY KANONICKE ROVNICE

V této kapitole se seznamime s jinym tvarem pohybovych rovnic - Hamiltonovymi
rovnicemi. Na rozdil od Lagrangeovych rovnic (diferencidlni rovnice 2. fadu) jsou
Hamiltonovy rovnice diferencidlni rovnice 1. fadu, ale je jich dvojnasobné mnozstvi.

1) Pro feSeni diferencialnich rovnic prvniho fadu je vypracovano velké mnozstvi numerickych metod
a tak Hamiltonovy rovnice byvaji vétSinou pro numerické FeSeni vhodnéjSi nez rovnice
Lagrangeovy.

2) Za pomoci Hamiltonovych rovnic Ize snadno zapsat ¢asovy vyvoj libovolné dynamické proménné,
tj. nejenom zvolenych zobecné&nych soufadnic.

3) Hamiltonovy rovnice lze pfepsat do velmi jednoduchého tvaru s pomoci tzv. Poissonovych
zavorek, které z matematického hlediska pfedstavuji Lieovu algebru. Vlastnosti Lieovy algebry
jsou ur€eny nezavisle na objektech, které ji tvofi. Proto bude mozné tuto strukturu snadno pfenést
do kvantové mechaniky.

1. 4. 1. (M) Lieova algebra

S pojmem vektoru jste se pravdépodobné setkali poprvé ve fyzice (napiiklad rychlost,
sila). Zde jste vystacili s pfedstavou usecek opatfenych na jednom konci Sipkou, se kterymi
lze provadét dvé operace: skladani vektorG (scitani) a natahovani vektorl (ndsobeni
skaldarem). Tato pfedstava byla v matematice zobecnéna i na dalsi objekty.

% L ~05F
: 2F
IZ

Staci pro né definovat s¢itani a nasobeni skaldrem tak, aby tyto operace zachovavaly zakladni
vlastnosti sklddani a natahovani vektorii. Mnozina takovych objektl se nazyva linedrni
vektorovy prostor. Ptipomenme si nyni jeho definici ze zdkladniho kursu matematiky:

Ozna¢me A4 linearni vektorovy prostor , necht’ x,y,z e 4 ; R(C) mnozinu realnych
(komplexnich) ¢isel , necht’ «, S, y € R(C).

Definice: fekneme, Ze 4 je linearni vektorovy prostor nad mnozinou realnych (komplexnich)
¢isel, jsou-li pro prvky tohoto prostoru definovany operace

+ : Ax4A — A s¢itani vektort Z=X+y
AXR(C)—> A4 nasobeni vektoru skaldrem z=a-x,

které maji nasledujici vlastnosti:

) x+y=y+x, xt(ytz)=(x+y)tz,
2) a (xt+ty)=axtay, (a+pB)x=ax+px,
) @ (SR=@P)x, Ix=x,
4) xty=x+z = y=z.

Poznamky:

1) Operace "+" pfifazuje dvéma prvkam prostoru 4 opét prvek prostoru 4. Pro n-tici ¢isel maze byt
operace "+" definovana takto: X = (x1, ... Xx ), Y= (V15 --- IN); X T Y= (X1F V1, oo, XN IN).

2) Operace "-" pfifazuje prvku prostoru A a realnému (komplexnimu) Gislu opét prvek prostoru 4.
Pro n-tici ¢isel mZe byt operace "-" definovana takto: X = (x1, ... Xy ); & X = (axy, ... , AXy ).

3) V linearnim vektorovém prostoru Ize zvolit skupinu linearné nezavislych vektort (bazi) tak, ze
kazdy prvek prostoru Ize napsat jako linearni kombinaci prvki baze:

N
x:lee, ; {el}l'\i1 -+ prvky base . (1.19)
I=1
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Veli¢iny x; jsou koeficienty linearni kombinace, nazyvame je souradnice prvku X v bazi {e;}. Pocet
prvkl baze nazyvame dimenze prostoru. Baze musi byt Uplna, tj. Zadny jeji prvek nesmi chybét,
jde o maximalni mnozinu linearné nezavislych vektoru.

Definice: Linearni vektorovy prostor s operacemi "+" a "-" nazveme Lieovou algebrou, je-li

v ném navic definovéana operace

[,1 : AxA4A —> A Lieova operace z=[x,Yy]
s vlastnostmi:
1) [x,y]=-[y,x] antisymetrie (1.20)
2) [x +y,z] =[x,z] + [y,z] linearita (1.21)
3) [aXx,y] = a[X,y] linearita (1.22)
4) [x,[y.z]] + [y,[z,x]] + [z,[x,y]] =0 . (1.23)
Poznamky:

1) Jde o dalSi zobrazeni, pfi kterém dvojici vektorl pfifadime vektor.
2) Z linearity v prvnim argumentu a antisymetrie plyne linearita ve druhém argumentu.

Pfiklad 1: A ... mnoZzina uspoiadanych trojic

Xx=(x,X2,%3) , Y=,y2y3) 5 X, €C(R)

+ 0 XY=t ynX Y3+ y3),
o - X = (o, 0y, 0X3) ,
[,] : [,]=xxy

Lieova algebra je definovana jako vektorovy soucin. Ovéite, ze vektorovy soucin spliiuje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (1.20) az (1.23).

Piiklad 2: 4 - mnozina ¢tvercovych matic nxn. Pro konkrétnost budeme uvazovat matice 2x2

A:(all alzj ) B:(bll blzJ
dajy dj by by

ay+byy  ap +blzj
b

+ A+BE(
ay;+by  ay +by

[,] : [A,B]=AB - BA

Lieova algebra je definovana za pomoci maticového nasobeni jako tzv. komutator. Je-li
AB = BA, matice komutuji a komutator je roven nule. Ovéite, ze komutator spliuje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (1.20) az (1.23).

Strukturni koeficienty Lieovy algebry
Rozvineme-li prvky prostoru do pfislusné baze, mtizeme psat:

[x,y] =[x;e;,vie;] = xpv[ep.e] . (1.24)

K urceni Lieovy operace postaci znat vysledek operace jen pro prvky baze. Je ziejmé, ze
vysledek operace [ey , €; ] je prvek prostoru a mizeme ho proto opét rozvinout do baze {e,,}.
Koeficienty rozvoje (soufadnice) ¢” budou ale zaviset na tom, pro které dva prvky baze
Lieovu operaci provadime:
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[e,.e,] =c,e (1.25)

m

Veli¢iny c;; se nazyvaji strukturni koeficienty Lieovy algebry. Vysledek Lieovy operace lze
nyni zapsat ve tvaru
[X,¥] = cff xiyre, - (1.25)

Zadanim strukturnich koeficientll je urcena celd Lieova algebra. Z antisymetrie Lieovy
operace (1.20) plyne antisymetrie strukturnich koeficientii

cy = -cp - (1.26)
Pfiklad 1: — pokracovani
Na trojicich lze zvolit bazi
e, =(1,0,0) ; e, =(0,1,0) ; e, =(0,0,1) ;
[e .e,] = e xe, =e; |,
[e,.e;] = e, xe; =¢, ,

[e3 :el] = €;X¢€ =¢,

Nenulové strukturni koeficienty tedy jsou

31 2 ) _ _ .2
€y =Cp =¢35 =1 5 Cyp =C3p =Cp3 =
Pfiklad 2: — pokracovani

Na komplexnich maticich 2x2 lze zvolit bazi

1(1 O 1(0 1 1(0 —i 1(1 O
Gy =7 ; o, == 5 O, =—| . , Oy =—
20 1 2{(1 O 2{(i O 2{0 -1

o je jednotkova matice (aZ na normovaci konstantu 1/2); ox k=1,2,3 jsou tzv. Pauliho
matice, v kvantové teorii uvidime, Ze maji vyznam operatoru spinu. Snadno vypocteme
(oveite!)

[01,02] = 016, —0,0; = i63 ,

[0,,03] = 0,03 —030, = i0y ,

[03,01] = 030 — 0|03 = i0'2 ,

[60,01] = [0¢,0,] = [0(,03] = 0

Jednotkova matice komutuje s kazdou matici. Nenulové strukturni koeficienty jsou

S T S . 3o 0 _ 2 .
Cpp =Cp3 =C3 =1 ; Cy =C3 =C3 =1

Pro matice (1 jiné objekty, u kterych je definovano ndsobeni mezi objekty) plati jesté dalsi
dulezité relace:
[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B , (1.28)
[A,BC] =B[A,C] + [A,B]C . (1.29)
Dikaz:
A[B,C] + [A,C]B = ABC-CB)+(AC-CA)B =
= ABC-ACB+ACB-CAB = ABC-CAB = [AB.C]
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Analogicky dokdzeme i1 druhou relaci. Pomoci téchto vztahit miZzeme urcit Lieovu operaci
1 pro mocniny matic, naptiklad:

[A2,B] = [AA.B] = A[A,B] + [A,B]A

Podobné lze ze znalosti zakladni operace [A, B] a vztahd (1.28) , (1.29) uréit postupné
vysledek operace [A*, B'].

1. 4. 2. Hamiltonovy rovnice

S pomoci definice zobecnéné hybnosti (1.15) mizeme Lagrangeovy rovnice (1.11)
ptrepsat do tvaru

oL . da AL . oL

== 5 — ——=0 = Pe = 37 (1.30)
qi

ktery silné pfipomina Newtonovy rovnice v kartézskych soutfadnicich. Najdéme nyni
diferencial energie za pomoci jejiho defini¢niho vztahu (1.17)

E = pkq'k _L(taqaq) =
} ) oL oL oL .
dE = ¢, dp, + p,dq, ——dt ——dq, ———dq,
ot 0q, oq,

V predposlednim ¢lenu vyjadiime 0 L /0 g z pohybové rovnice (1.30), v poslednim ¢lenu
vyuzijeme definici zobecnéné hybnosti:

: . OL ) )
dE = q,dp, + p, dq, _Edt - Py dq, — p, dq,
Cleny s diferencialy zobecnénych rychlosti se odeétou a zbyva

dE = —%dt—pkqu +¢,dp, . (1.31)

Funkeci, jejiz diferencial jsme praveé nalezli oznacime

E = H(t,q,p) . (1.32)

Koeficienty v diferencidlu (1.31) musi byt pfislusné parcialni derivace funkce H:
oL _oH ) . OH . . OH

= : —p, =— ; =— 1.33
EYRREPY Py 24, qk o, (1.33)

Funkce H se nazyvd Hamiltonova funkce. Hamiltonova funkce je energie pifepsana do
proménnych ¢, q,pr. V (1.31) se odecetly diferencidly rychlosti, proto lze vzdy nalézt
takovou transformaci

t,q,q - tLq,p (1.34)

aby energie byla funkci zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti. Tato transformace
se nazyva Legendreova dualni transformace. Posledni dvé rovnice z relace (1.33) jsou
Hamiltonovy kanonické rovnice (kanos — zédkon, souhrn pravidel):

OH OH
s _ : ) —— 1.35
P o, Dy 24, ( )

Pii feSeni problému Hamiltonovymi rovnicemi
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a) urcime z Lagrangeovy funkce zobecnéné hybnosti a zobecnénou energii,
b) ze zobecnéné energie vylou€ime zobecnéné rychlosti — vyjadfime je za pomoci zobecnénych
hybnosti, tj. provedeme Legendreovu dualni transformaci,
c) napiSeme Hamiltonovy rovnice,
d) feSime je.
Hamiltonovy rovnice jsou rovnice pro urceni ¢asového vyvoje proménnych gy (¢),
pr(t). Jsou diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu, je jich ale dvojnasobné mnozstvi nez

Lagrangeovych rovnic 2. fadu. Soustavu Hamiltonovych rovnic musime doplnit poc¢ate¢nimi
podminkami

9 () =G0 ) Pity) =Dy - (1.36)
Pfiklad: Rovinny pohyb planety (hmotnost m) kolem Slunce (hmotnost M).

Piedpokladame M >>m ; tj. Slunce se nepohybuje. Pohyb ma dva stupné¢ volnosti, za
zobecnéné soutadnice zvolime polarni soutadnice g1 =7 (¢) ; g»=@(f) - vzdalenost planety
od Slunce a thel spojnice planeta — Slunce od zvolené poloptimky.

Z (1.6) a z gravita¢niho zdkona vime, Ze
mM

T:%m(fz+r2(p2) , V=-G— , 1t
r

mM

r

L(r,f(p):T—V:%m(fz +r2¢p?)+ G

Kdybychom fesili ulohu z Lagrangeovych rovnic, méli bychom

doL 0L _ oy o iorptecM o,
dt or or 72
dOL Ly o 25420 =0
dt 0p O

Pov§imnéme si, ze pohybové rovnice nezavisi na hmotnosti sledované planety m. To je pro
gravitaci typické, télesa se v daném gravitaénim poli pohybuji po stejnych trajektoriich. Proto
je mozné gravitaci popisovat za pomoci zakiivenych prostori. Ur¢eme nyni zobecnéné
hybnosti a zobecnénou energii systému:

:6—L_mf ; Za—L—mrz'
= o SRS PY v

p=2Lp O o Ly L2 gmM
or op 2 2 r

Pr

=T, +T,+V

Zachovava se moment hybnosti p, (¢ je cyklicka soufadnice) a zobecnéna energie E. Energie

se rozpadd na tfi Cleny - radialni kinetickou energii, thlovou energii (souvisici s ob&hem
planety) a potencialni energii. Zobecnéné rychlosti vyjadiime ze zobecnénych hybnosti

p
m mr

a dosadime do zobecnéné energie (provedeme Legendreovu dudlni transformaci). Tim
ziskdme Hamiltonovu funkci

2
P2 Py mM

H(r,o,p,, =T 4 -G
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Hamiltonovy kanonické rovnice jsou

2
’;ZG_H:p_r ’ pr:_8H2+p(p _GmM ’
op; m or mr> 2
. OH Py . OH
¢:—: ) p :——:0
ap;o mr? v op

Tyto rovnice je tieba doplnit pocCateCnimi podminkami r(Zo), ¢ (to), prto), pe(to). Jde
o soustavu Ctyf diferencidlnich rovnic pro funkce r(2), ¢ (1), pr(1), pp(t).

Definice: Fdzovy prostor — 2 frozmérny prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty
zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti. Bod fazového prostoru nam reprezentuje
stav systému. Casovy vyvoj q(z), p(¢) stavu systému se ve fazovém prostoru zobrazi jako

fazova trajektorie. Konfigurani prostor je podprostorem fazového prostoru. V dalSim
paragrafu si ukdZzeme fazovou trajektorii harmonického oscilatoru.

1. 4. 3. Harmonicky oscilator

vvvvvv

v prvnim pfiblizeni nahradit chovani Castice v potencidlnim poli s minimem, setkdme se s
nim v kvantové teorii i v kvantové teorii pole. Jak uvidime pozdéji, lze si jakékoli pole
(napiiklad elektromagnetické) predstavit jako soustavu harmonickych oscilatori. Proto se
budeme harmonickym oscilatorem zabyvat podrobnéji.

Piedstavme si Castici v poli potencidlni energie s minimem v bod¢ xy a hodnotou
minima V= V(xg). Proved'me TaylorGv rozvoj funkce V(x) v okoli minima do druhého tadu:

! 1 14
V)=V (x0) +V(x9) (¥=xg) + - V() (x=%p)" + -
V minimu je V'(xy) =0 a proto
V(x)=V(x,) +%V"(x0)-(x—x0)2 =V, —i—%k(x—xo)2 , kde k=V"(x,) . (1.37)

Potencidlni energii jsme tedy nahradili parabolickou zavislosti - viz obrazek.

vV A

\

Vo + 112 k(x—xo)°

V(x)

-

Harmonickym oscilatorem nazyvame systém s parabolickou zavislosti potencialni energie
(1.37). Dosti piesné tuto zavislost spliluje napiiklad téleso zavéSené na pruzin€ v gravitaénim
poli. Veli¢ina k = V"(xo) se nazyva tuhost oscilatoru.

\ 4

X

Volme pro jednoduchost soufadnicovy systém tak, aby minimum potencidlni energie
bylo v pocatku (xo=0) a zvolme V(xg) =0 (potencidlni energii miizeme zménit o aditivni
konstantu, sila F' = — dV/dx se nezméni), priibéh potencialni energie je potom V(x) = 1/2 kx2 .
Resme nejprve harmonicky oscilator za pomoci Lagrangeovych rovnic:
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A e R e N O e (1.38)
2 2 dt ox Ox m
Obecné fesSeni této rovnice je
x(t) =cjcosmt + ¢y sinwt, kde w= \/Z (1.39-40)
m

Pro nasledujici po¢ate¢ni podminky plyne feSeni:
x(0)=4 ; x(0)=0 = x(t)= Acoswt . (1.41-42)

V okoli minima potencidlni energie kona castice kmitavy pohyb tuhlovou frekvenci
w = (k/m)12, Jako parametr oscilatoru se Castéji pouzivd uhlova frekvence @ neZ jeho

tuhost k. Lagrangeova funkce potom je

1 1
L==mi* ——mo’x® | (1.43)
2 2
Re$me nyni tlohu za pomoci Hamiltonovych rovnic:
L
ox m
E= a—’?x _L=tmi? + Lypts?
ox 2 2
Po vylouceni rychlosti z £ dostavame Hamiltonovu funkci
2
1
H(x,p)=L— + —maw?x? (1.44)
2m 2
a Hamiltonovy rovnice
. OH :
x:—:£ , p:—a—H:—ma)zx
op m ox

Reseni této soustavy se stejnymi pocatecnimi podminkami vede k

x(t)=Acoswt (145)
p(t)=—mAwsinwt = mx '

Vylouc¢ime-li z (1.45) cas (na pravych strandch ponechame jen trigonometrické funkce,
rovnice umocnime na druhou a secCteme), ziskdme rovnici trajektorie ve fazovych

proménnych x , p:
)2 » 2
d NE (T 1.46
)Gl 149

Fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je elipsa.

p

A\—/A X

—mAw

Na zavér uréeme klasickou hustotu pravdépodobnosti w(x) vyskytu ¢astice mezi krajnimi
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polohami —4 , 4. Pro pravdépodobnost, ze se astice nachazi v okoli Ax bodu x plati:

Ax
: : :<_>: — AP = 24t _ 2Ax/v(x) _ o
4 0 X4y T 2rjo  wu(x)

kde T je perioda pohybu a 2At je doba, po kterou castice pobyva v okoli bodu x. Okolim
proléta za periodu 7' Castice dvakrat (tam a zpét), proto je v Citateli 2A¢.

Hustota pravdépodobnosti je

wx)=—= . (1.47)

Zavislost v(x) ur¢ime ze zakona zachovani energie

%mv2 +%ma)2x2 = %ma)zA2 = v(x) = a)w/Az —x? . (1.48)
Konecny vztah ma tvar
w(x) = _ . (1.49)
A% - x?
w
3 4
2..
k 1" J
x/A
-1 - 0.5 0.5 1

Hustota pravdépodobnosti vyskytu castice je nejvyssi v bodech obratu — A4, 4 a nejnizsi
v misté¢ minima potencialni energie. V kvantové teorii pozname modifikaci tohoto pribchu
pro castice mikrosvéta. Poznamenejme jeste, ze

Celkova pravdépodobnost vyskytu ¢astice v oblasti (—4 , 4) je rovna jedné.

+4 +4 1 1 ¥ +4
[wx)dx = | ——=dx = —{arcsin(zﬂ =1 . (1.50)

iy Ny 4 iy

1. 4. 4. Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Uvazujme obecnou dynamickou proménnou A4(q, p), ktera je funkci zobecnénych
soufadnic a zobecnénych hybnosti (soufadnice, hybnost, potencidlni energie, soucin
potencialni a kinetické energie...). Jeji Casovy vyvoj je dan vztahem

e dA 04 . 04 . 0A OH 04 OH

— = gyt Pp = . - . , (1.51)
g g oq; Opy  Opr 0qy

dt B 8qk 8pk

kde jsme casové derivace fazovych proménnych q, p vyjadrtili z Hamiltonovych rovnic.
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Definice: Necht’ f(q, p) , 2(q, p) jsou dv¢ funkce fazovych proménnych q, p . Funkci
o 0 o 0
=2 8 I (1.52)
o4y Iy Opy Oqy

nazyvame Poissonovou zavorkou funkei £, g.
Casovy vyvoj (1.51) obecné dynamické proménné je vzhledem k definici (1.52) dan

jako Poissonova zavorka ptislusné dynamické proménné a Hamiltonovy funkce:
A={A,H} . (1.53)

Poznamka: Pro A = A(t, q , p) bude dA/dt = 0A/0t + {4, H}, tento ptipad je vdak vzacny.

Vlastnosti Poissonovych zdavorek:
D {f.gt=-1g.f}
) {Af +gh={f i +ig.hy; Haf.hi=alf, h
3) i Ag:h +igdh. 1} +{hif.8}} =0 (1.54)
B {fg.ht = flg.hy+{f.hig
5) if.gh} = gif.hi +1f.g}h.

Dtkaz vSech téchto vztaht je trivialni a plyne pfimo z definice Poissonovy zavorky (1.52).
Poissonovy zavorky tvori Lieovu algebru na prostoru funkci. Velmi dulezité je znat
Poissonovy zédvorky mezi zobecnénymi soufadnicemi a hybnostmi

aq. 6q. dq, 09,
(g =04 H 5 0-0.5,
oq, Op; 6pk an

p; 'apj _op, '8pj
o9, Op, Op, 0Oq,
qu' 'apj _ aqi '6]?]. —
0q, oy Opi 04,

L.

{pp;}= =0:6; =6,-0 ,

9,0} =

Poissonova zéavorka je nenulova jediné pro zobecnénou soutadnici a ji odpovidajici hybnost,
potom je rovna jedné.

4,9, ={pi-p;}=0 5 g, p;}=98; . (1.55)

Témito relacemi je urcena cela Lieova algebra Poissonovych zavorek. Zname-li jejich
vlastnosti (1.54) a relace (1.55), mizeme fesSit problémy mechaniky, aniz bychom potiebovali
definici (1.52).

Pfiklad: Harmonicky oscilator
2 2

7= , Vzlma)zx2 ; H:p—+lma)2x2 ;
2m 2 2m
iy =0 00 _Ox OH _COH _p
ox Op Op Ox 8p m
. op OH g 8H OH
p:{p’ } _p___p. _:_ma)2x

ox Op Op ox  ox

Snadno ur¢ime i1 Casovy vyvoj jakékoli dynamické proménné, napiiklad potencialni energie:
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Casovy vyvoj miizeme ale uréit i z vlastnosti Lieovy algebry Poissonovych zavorek (1.54)
a (1.55) bez znalosti jejich definice. Ukazme to na ptikladu zobecnéné hybnosti:

ox OH 8x8_H_8H_£

i={Hy=— TS T ,
ox op Op Ox Op m
2 (2
) 1 1 1
p=1{p.H}= p,p—+—ma)2x2 = —{p,p’}+-—ma? {p,x*} =
2m 2 2m 2

(4)
= —(pip.p}+ {p,p}p)+%mw2 (x{p.x} + {p,x}x)=

2m
M (1.55)
=§{p,p} +mo’x{p,x} = %{p,p} —ma’x{x,p} = -mw’x

Analogicky bychom postupovali u dalSich dynamickych proménnych. V kvantové teorii
zustane tato struktura zachovana, jen objekty se kterymi budeme pracovat budou jiné.

1. 4. 5. Numerické reseni Hamiltonovych rovnic

Jen ve vyjimecnych piipadech lze nalézt explicitni feSeni. Zpravidla jsme odkazani na
numerické feSeni problému. V dosavadnim textu jsme se naucili problém zformulovat za
pomoci soustavy diferencidlnich rovnic doplnénych vhodnymi pocatecnimi podminkami.
Vétsina matematickych programii (napf. ‘“Mathematica”, “Reduce”, “Maple",...) dokaze
takto zformulovanou ulohu numericky a nékdy 1 analyticky vyfesit. Uved'me zde presto
alespont jednu numerickou metodu (Runge-Kutta 4. fadu) vhodnou pro numerické vyhledani
feSeni.

Oznaéme & =(q, p) mnozinu zobecnénych soufadnic a hybnosti. Necht' mnoZina
hledanych funkci & (¢) ; k=1, ... 2f spliluje soustavu rovnic

é:k :fk(ta $)

Casovou osu rozdélime na dilky s intervalem A¢. Pfedpokladejme, Ze zname feSeni v néjakém
Case ¢ (napft v ty — pocatecni podminka). Potom ur¢ime

Ky =fit.8187)

1 1 1
Ky = fk(t+2Ata&1(t)+2K1,l Af,""ﬁzf(f)JrEKl,zf Afj )

1 1 1
K3k :fk(f+2Afa§1(f)+2K2,1 Af,"'aizf(f)JrEKz,zf Af) ;

a priblizné feseni v Case ¢ + A¢ dostaneme ze vztahti
E,:k(t-i_At);&k(t)-i-é(Kl,k +2K2,k +2K3,k +K4’k)'At ) k:1,...,2f

Tim zname feSeni v Case ¢+ Ar a postup mizeme opakovat. Otazky piesnosti vypoctu,
konvergence a ptipadné¢ dalsi metody lze nalézt v literatute.
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1. 5. VLASTNOSTI DIFERENCIALNICH ROVNIC

Hamiltonovy rovnice popisujici mechanické systémy vedou na soustavu diferencialnich
rovnic prvniho fadu pro proménné q, p. Ozna¢me & = (q, p) mnozinu hledanych fazovych
proménnych systému. Diferencialni rovnice vzniklé z Hamiltonovych rovnic potom maji tvar:

3 :ﬁ(ta§19§27""§N)

‘fzzfz(tafla.égzs'“’fN) (1.56)

éN :fN(t,flaégza'--’fN) s

neboli

=118, k=L...N . (1.57)

Pocet rovnic N nemusi byt nutné sudy (soutradnice a jim odpovidajici hybnosti), rovnice pro
zachovavajici se proménné ze soustavy vySkrtneme a nefeSime je. Na pravych stranach
vetSinou neni explicitné obsazen Cas — takové soustavy rovnic se nazyvaji autonomni. V
dal$im textu se budeme zabyvat jen autonomnimi soustavami rovnic

E=f(8) , k=1..N . (1.58)
Nejjednodussi je ptipad linearnich rovnic tvaru
Sél =a, &+, a8y
: (1.59)
éézv =ay &+, andy
neboli
E=AE . (1.60)
Reseni linearnich rovnic je jednoduché. Nalezneme vlastni ¢isla a vektory matice A:
An”) :/1,1](” . (1.61)

Upravou rovnice (1.61) dostaneme (A —A1)n =0. Tato rovnice bude mit netrivialni feSeni
jen, je-li
det(A-A1)=0, (1.62)

coZ je rovnice pro vlastni ¢isla A. Z tvaru (1.61) potom dopodteme vlastni vektory. Re§enim
soustavy linearnich diferencialnich rovnic je kazdy vyraz

E=mnexp@) ,
protoze

Z—f:ln exp(At)=Anexp(it)=AE

Obecné fesent je linearni kombinaci feSeni pro jednotliva vlastni ¢isla:
A A
E)=cm” e +e,mP e - (1.63)

Jde-li o problém kmiti, A jsou komplexni (Ax =0 +1iwyg). Jednotlivé ¢leny v souctu (1.63)
jsou tzv. vlastni mody kmitt. Pocet vlastnich frekvenci je mensi nebo roven fadu matice A.
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Poznamka: Vysledek (1.63) plati jen, jsou-li vlastni Cisla matice A, uréena z rovnice (1.62), navzajem
riizna. Je-li nékteré vlastni &islo k-nasobnym kofenem rovnice (1.62), potom odpovidajici koeficient
linearni kombinace (1.63) bude polynom stupné k — 1.

Pfiklad 1: Harmonicky oscilator

Hamiltonovy rovnice pro harmonicky oscilator maji tvar
=L . p=—me’x
m

Odhlédneme-li od nepodstatnych konstant, je tfeba feSit soustavu rovnic typu

élzéjz — i 51 . 0 1 él
ézz_fl dt 52 - -1 0 652 ’

ve které & =x, & =p. Z rovnice pro vlastni Cisla (1.62) snadno ur¢ime vlastni Cisla
A, =t1i azrovnice pro vlastni vektory (1.61) odpovidajici vlastni vektory

weel) ()
1 -1

Obecn¢ feseni soustavy tedy je

51 _ 1 it 1 -it
é:z =C ; e +c,- g € ,

coz pro pocatecni podminky x(0) = £1(0) = 4; p(0) = £2(0) = 0 d& zndmé feSeni
x=¢&, =Acost ; p=¢&,=—Asint

1. 5. 1. Matice stability a fazovy portrét systému

Je-1i soustava diferencidlnich rovnic nelinearni, mtize byt feSeni mnohem komplikovang;jsi
nez vysledek (1.63).

Stacionarni body reseni: Jde o takové body fadzového prostoru, ze kterych se systém
samovoln¢ nevyviji. Jsou definovany vztahem d¢&; /dt = 0. Nalezneme je tak, ze pravé strany
soustavy diferencidlnich rovnic (1.56) polozime rovny nule:

£, (&)=0 rovnice pro stacionarni body. (1.64)

Poznamka: ,Viozime-li systém pfesné do stacionarniho bodu, (= pfipravime ho s takovymi
poc¢atecnimi podminkami), zlstane v tomto bodé fazového prostoru navéky.

Stabilita 7eseni: Budeme zkoumat, zda stacionarni body jsou stabilni vzhledem k malym
poruchdm (perturbacim). Mizeme si predstavit, Zze systém vlozeny do stacionarniho bodu
nepatrné vychylime a zkoumame, zda se samovolné do stacionarniho bodu vrati (stabilni bod)
nebo zda se od né¢ho bude vzdalovat (nestabilni bod).

Hledejme tedy feseni rovnice (1.56) ve tvaru
E=ED 158, k=1,...N ,

kde & je stacionarni bod spliujici £,(§”)=0; & je mala porucha 1. fadu. Tento tvar

dosadime do vychozi soustavy rovnic:

%(ﬁé‘” YOE,)=£,ED +58)

a provedeme Tayloriv rozvoj pravé strany do prvniho fadu
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C(s6)= 160+ L

dt afz&(S) :

Vzhledem k stacionarité &' je prvni ¢len na pravé strané nulovy a miizeme psat

J 0¢, ay o Gy 0¢,
— ] co : , 1.65
= (1.65)
0y Ay " Ay 0éy
kde
a, Eaf—k (1.66)
0g, £

je tzv. matice stability. Jde o parcidlni derivace pravych stran rovnic (1.56) podle
jednotlivych proménnych ve zkoumaném staciondrnim bod¢. Soustava rovnic (1.65) pro malé
poruchy 6§ je linearizovana a jeji feSeni umime najit pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich
sméri matice A. Je-li Re(4 ) <0, bude dany mod utlumen (exp(A¢)) a feSeni je stabilni v
prislusném vlastnim sméru. Je-li Re(2 ) > 0, je mod v daném sméru nestabilni. Je-liA=+1b,
mala porucha systém v okoli stacionarniho bodu rozkmitd .

Poznamky:
1) Pro soustavu dvou diferencialnich rovnic bude matice stability rozméru 2x2 mit dvé vlastni Cisla
A,=a, +1b, a A, =a, +1b, ajsou mozné nasledujici situace:

a1‘2<0;b1’2=0 a >O;b12=0 a1a2<0;b1’2=0

N \/ N
AN N N

STABILNi UZEL NESTABILNi UZEL NESTABILNi SEDLO

1,2

a172=0;b1=—b2¢0 a

STABILNI STRED NESTABILNi OHNISKO STABILNi OHNISKO

1,2>0;b1=—b2¢0 a1‘2<0;b1=—b2¢0

2) Ze znalosti stacionarnich bodu a vlastnich Cisel a smérl matice stability jsme zpravidla jiz
schopni odhadnout fazovy portrét soustavy. Ukazky jsou v nasledujicich prikladech.
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Priklad 2: Nelinearni oscilator

Uvazujme soustavu rovnic

=%

& =-&+e&!
Oproti standardnimu harmonickému oscilatoru je zde navic nelinearni Clen s koeficientem
€. Nejprve ur¢ime z nulovosti pravych stran stacionarni body 4, B:

¢, =0 A=[0,0]
5 =
—E+eéE1=0 B=[1/¢,0]

a zakreslime je do fazového prostoru. Potom nalezneme matici stability (1.66) v obecném
tvaru:

9 g
A= 051 05 | 0 1
Lo 9 | (14288 0
051 04,

Tuto matici urc¢ime v stacionarnich bodech 4 a B. Vypoc¢teme vlastni ¢isla a vlastni
vektory z rovnic (1.61) a (1.62):

0 +1 i
A: A:( ] =  Ap=%i =  porucha e

1 0
2y =+1 (HJ ha ¢
= ; n;=c , porucha e
0 +1 !
B: Az(l Oj = 111
" Ay =-1 , 712—0( J , porucha e’

Do fazového prostoru zakreslime nalezené typy stability i odpovidajici vlastni sméry:

p= E-’2 p= iz
A=—1 A=+1
stabilni nestabilni
smeér smer
@ L O\
A B X = &1 A B X = al

Ze stacionarnich bodt, typt stability v nich a vlastnich smérii 1ze zpravidla odhadnout cely
fazovy portrét soustavy:
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PFiklad 3: Castice v periodickém potencidlu (napiiklad nabita &astice v krystalové mtizi)

Ptredpokladejme, Ze se Castice pohybuje v poli potencialni energie dané vztahem
Vix)==-V, cosz—ﬂx
a

Perioda potencialu je a a vyska V). Je zfejmé, ze Castice s celkovou energii £ < Vy mize
byt zachycena v minimech potencidlni energie (oscilovat) a Castice s energii £ > V) se
muze volné pohybovat. Pfislusné Hamiltonovy rovnice budou:

f={nH}y="0 =0

0
OoH __27Z'V0 2mx

p:{p,H}:—— sin ——
ox a a

2
p 27mx
H="—"-YV —
2m 0 €08 a

Stejn¢ jako v prvnim piikladu odhlédneme od nepodstatnych konstant (jsou dany volbou
jednotek a soufadnic) a budeme fesit soustavu rovnic typu

S1=62

§y =—sing
V okoli pocatku by po nahrazeni funkce ,sinus“ argumentem tato rovnice vedla na
harmonicky oscilator (v pocatku je minimum potencialni energie). Obecné je tato rovnice
diky funkci ,,sinus® nelinearni. Budeme postupovat tak jako v minulém ptikladu.

Stanovime stacionarni body, najdeme v nich matici stability, ur¢ime vlastni ¢isla a vlastni
vektory a zrekonstruujeme fazovy portrét soustavy:

: $2=0
" : A, = : =0,£1,£2,---
stacionarni body Sin, =0 = i =Lkn,0] ; k=0,£1,%£2,
/4]
0 0 0 1
matice stability: A= 51 %2 =
o, Ofy —cosé&; 0
061 04
) 0 1 . +it
k sudé: A= = A, =%i = porucha e~
-1 0 ’
+1 r
0 1 Ai=+1, m;=c ik porucha e
k liché: A= =
1 0 +1 ;

Ar=-1, n2=c( J, porucha e~
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Castice s malou energii osciluji v minimech potencialni energie (jsou zachyceny). Céstice
s vy$§imi energiemi se pohybuji bud’ v kladném sméru osy x (horni dvé trajektorie) nebo
v zaporném sméru osy x (dolni dvé trajektorie). Cim vy3si je rychlost &astice, tim méné je
jeji pohyb ovlivnén periodickym potencialem.

Separatrisa: oddéluje trajektorie rizného typu (v pfedchozich ptikladech je znafena
¢erchovang).
Mx)

1. 5. 2. Metoda potencialu

Problém stability Ize feSit i jinak nez vypoCtem z matice stability. V nékterych ptipadech
muizeme nalézt tzv. potencial soustavy. Jde o funkci ¢ (<, ... £y) v jejichz maximech je
soustava nestabilni (analogie kulicky na vrcholu kopce) a v minimech je soustava stabilni
(analogie kulicky v dulku). Zname-li potencial ¢ (&1, ... £y), mizeme si tuto funkci predstavit
jako vysku terénu ¢ nad prostorem (<&, ... £y). Kopce, udoli, sedla a ostatni tvary tohoto
terénu odpovidaji stejnym typim stability jako by m¢la kuli¢ka vlozena na dané misto terénu
v gravitacnim poli.

V jednodimenziondlnim piipadé¢ mame jedinou diferencialni rovnici

E=f(&) . (1.67)
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Postupem z minulé kapitoly bychom nejprve urcili staciondrni body zrovnice f(&)=0,

potom jednoprvkovou matici stability a =df/d& a jeji hodnotu v nalezenych staciondrnich
bodech. Pro a > 0 je systém nestabilni a pro @ <0 je systém stabilni (porucha e4?).

Definice:

$&)=—[f(&)dé (1.68)
nazyvame potencial rovnice (1.67). Pfimo z definice snadno ukézeme, Ze plati
pmaextrém = dgldé=0 =  fi=0 = stacionarni bod
$ma maximum = d2¢/dE2<0 =  a=df/dE >0 = nestabilita
$ma minimum = d2¢/dE2>0 =  a=df/dé <0 = stabilita.

Ve vicedimenziondlnim ptipadé se pro soustavu (1.56) postupuje obdobng. Definujeme
diferencialni formu

dp=—-1,©8)ds, - [,(&)ds, — -+ — [y (&)dS (1.69)
a hledame potencial ¢ tak, aby f, =— 8¢/ 0&, . Vyraz (1.69) je potom uplnym diferencidlem

funkce ¢. Neni-li diferencialni forma (1.69) integrabilni, 1ze hledat integracni faktor u(§) tak,
aby byla integrabilni forma

dp=—fiudé, — fLpdé, — - — fyudé,

Pro N < 3 existuje integracni faktor vzdy.

Z tvaru nalezené funkce ¢ jiz snadno rozhodneme o stabilité¢ systému. Nasledujici ptiklad je
pro srovnani vyfeSen pomoci matice stability 1 metodou potencialu.

Piiklad 4: Potencial , konakové lahve*

f;::gg—af ;. 8>0 ; EeR . (1.70)
e<0: stac. bod 4: &=0
matice stability a=c-35&E =<0 = bod 4 stabilni
e>0: stac. body 4,B,C: & =0 ; & =i\/§
) L s g probod 4 nestabilni
matice stability a=¢-30&5 = o
—2¢ probody B,C stabilni
e<0 A >0 C A B
@ @ @ @
0 § —Ve/d 0 Veld §

Reseni metodou potencilu:
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_ _ 8 58
#E) = ~[1(©)ds = —e= 452

Na obrazku je znazornén prubéh potencialu pro d =1 a rizné hodnoty parametru &.
Vidime, Ze pro ¢ <0 mé ¢ jediné minimum v pocatku, ve kterém je stabilni bod 4. Pro
€ > 0 se tento bod stava maximem a je nestabilni. Objevuji se vSak dvé minima v bodech
E =+ e /0, ve kterych je systém stabilni. Vzhledem k charakteristickému tvaru funkce ¢
pro € > 0 se tato funkce nazyva ,,potencial konakové lahve®.

Potencial
koriakové
lahve O = 1

1. 5. 3. Bifurkace

Bifurkaci nazyvame nahlou zménu fazového portrétu soustavy pii spojité zméné nékterého
tidiciho parametru vychozich rovnic.

V prikladu 4 z minulé kapitoly vypada fazovy portrét jinak pro € <0 a jinak pro € > 0. Pfi
pomalé zméné ¢ se pomalu méni fazovy portrét soustavy. Vyjimkou je bod € = 0. Fazové
portréty pro € <0 a € > 0 nejsou topologicky ekvivalentni (nelze je na sebe prevést spojitym
zobrazenim).

€

stabilni stacionarni
body pro potencial
& ,koriakové lahve*

Typickym jevem pfi bifurkaci je vétveni feSeni. V ptikladu 4 je pro £< 0 jediny stabilni bod
& =0, pro &> 0 existuji dva stabilni body &=+ & /8, bod & = 0 se stava nestabilni.

Podle typu vétveni feSeni mulzeme bifurkace dé&lit na superkritické, subkritické
a transkritické:
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< >
— Do

£ £ £
C C C
superkriticka bifurkace subkriticka bifurkace transkriticka bifurkace

Fazové prechody druhého druhu — typicka bifurkace
Potencial konakové lahve se vyuziva v teorii fazovych prechodii druhého druhu (Landau).
Fazové ptrechody prvniho druhu jsou zmény latky, pfi kterych se skokem méni vnitini
energie, objem, entropie, atd. (tani, tuhnuti, var). Fazové ptfechody druhého druhu jsou zmény
latky, pti kterych se skokem méni az prvni derivace vySe uvedenych veli¢in: mérné teplo,
teplotni roztaznost, modul pruznosti, susceptibilita, atd.
Typickym fdzovym pfechodem 2. druhu je zména chovani feromagnetika pii Curieové teploté
T,. Uvazujme pro nazornost jen jednu nekonecnou tadu spint o1, 07, ..., které mohou byt
orientovany jen nahoru nebo dolii (tomu budou odpovidat hodnoty o, =+ 1) s jednoduchou
interak¢éni energii danou vztahem

H==J Y 6,

<0 ,0p>

Sumace probiha pies nejbliz§i sousedy. Jsou-li tedy dva sousedni spiny orientovany
souhlasné, prispéji k celkové energii hodnotou —J, jsou-li orientovany nesouhlasné,
neptispéji viibec. Pti nizkych teplotach (7 < T, ) maji spiny snahu zaujmout stav s co mozna

cvwr

konfigurace: TTTTL T TP TL T T T T T Thnebod L LI LI TLILLLLL
Zvysujeme-li teplotu, dojde pti 7= T, k fazovému piechodu. Pii teplotich 7> T, jsou spiny
promiseny nahodng TL TITITLTTTIITTLLT a feromagnetrické vlastnosti se
ztraci. Zavedeme-li parametr usporadani (magnetizaci) jako priimérnou hodnotu spinu

ME%?O‘W

potom v nizkoteplotni fazi s klesajici teplotou M — = 1 a ve vysokoteplotni fazi s rostouci
teplotou M — 0. Potencidl ,,konakové lahve™ a s nim souvisici rovnice (1.70) velmi dobfte
popisuje praveé takovy fazovy piechod. Veli¢ina & odpovida parametru uspotadani tj. £ = M
a fidicimu parametru odpovida veli¢inae = T, — T:

parametr uspofadani

ve stabilni konfiguraci

E=M
&, — l usporadana
faze "spiny nahoru"

&, = 0 vysokoteplotni
(chaotickd) faze
vysoké teploty 7'> T;. nizké teploty 7'< 7. €
e<0 e>0
—-1 &; — — 1 uspofadané
T=T, (e=0) faze ,spiny doll
Curieova teplota
(fazovy prechod)
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Poznamka: Podobné typy potenciall jako je potencial ,korakové lahve” se uplatfiuji nejen pfi popisu
fazovych pfechod(, ale napfiklad v inflaénim modelu ranych vyvojovych fazi Vesmiru a pfi popisu
spontanniho naruseni symetrie v pfirodé.

Pfiklad 5: Hopfova bifurkace
. 2
r=r(e+or") , (1.71)
p=w ; 6>0, r>0, peR

Jde o soustavu rovnic pro pohyb systému v polarnich soufadnicich. ReSeni pro thel je
okamzité: ¢(t) =@y + wt . V thlu ¢ jde tedy o rotacni pohyb proti sméru hodinovych

ruci¢ek s thlovou frekvenci w. Zbyva jedind rovnice pro nezédpornou radidlni vzdéalenost
r(t). Snadno nalezneme feSeni staciondrnich bodil a stability:

e<0: stac. body 4,B: rs=0; rg= %
. o 5 & probod 4 stabilni
matice stability a=+30rg = .
—2¢ probod B nestabilni
e>0: stac. bod 4: re=20
matice stability a=c+36r;=¢>0 = bod A nestabilni.
e>0 e<0

-

—

Pro € > 0 je pocatek soutradnic nestabilni ohnisko. Pro € <0 je poc¢atek soufadnic stabilni
ohnisko a ,,bod“ B's ;=" |¢ |/0 je nestabilni. Ve skute¢nosti tvoii B celou mnozinu bodi
v kartézské soufadnicové soustavé — kruznici. Systémy s pocatecni podminkou » > rg se
budou spiralovité vzdalovat od stfedu a systémy s r <r, se budou spiralovité piiblizovat
ke sttedu. VSechny trajektorie se od mnoziny B vzdaluji. Na obrdzku jsou ukdzany dvé
trajektorie s blizkymi pocatecnimi podminkami, jejichz vzdalenost s rostoucim Casem
exponencialné narista. Jde o tzv. ljapunovskou nestabilitu, kterou se budeme zabyvat
v piisti kapitole.

1. 5. 4. Ljapunovska stabilita, limitni cyklus, atraktor

Zkoumejme, jak se budou vyvijet dv¢ trajektorie s blizkymi pocate¢nimi podminkami &,

/ s
\ 5

Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky nestabilni, jestlize existuje trajektorie s blizkou
pocatecni podminkou, kterd se od zkoumané trajektorie bude s Casem exponencidlné

ag,+e vcase:
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vzdalovat. Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky stabilni, jestlize se viechny trajektorie k ni
v Case f( blizké budou exponencialné pfiblizovat.

Meni-li se v Case vzdalenost obou trajektorii exponencialng, plati

1E(tEG +&) — E@E~ e
a snadno uréime
o1
A = lim —In[|§, - &
t—wo t
e—>0

Koeficient A se nazyva Ljapunoviiv exponent. Je-li A >0 hovoiime o ljapunovsky nestabilni
trajektorii. Je-li A <0, o ljapunovsky stabilni trajektorii. Je-li A =0 je zavislost jind nez
exponencialni, naptiklad mocninna, a nelze hovofit o ljapunovské stabilité ¢i nestabilité.

Ve vicedimenzionalnich ulohach s & = (£,,¢,,...,&,) Ljapunoviv exponencient

zavisi na zplsobu provedeni limity € -0 . Ziskdme tak N ljapunovskych koeficientl 1. fadu

(ve sméru soufadnicovych os). Miizeme ale sledovat i cely svazek blizkych trajektorii z dvou
nebo tfidimenzionalni oblasti:

Potom hovoiime o vicerozmérnych Iljapunovskych exponentech (2.tadu, 3.tadu, ...).
Trajektorie je ljapunovsky stabilni, jsou-li v§echny ljapunovské koeficienty A < 0.

Ptikladem ljapunovsky nestabilni trajektorie je mnoZina ry=" |e |/8 pro & <0 v poslednim
ptikladu na Hopfovu bifurkaci. Trajektorie s » > rg jsou ljapunovsky nestabilni. Trajektorie
sr<rg jsou ljapunovsky stabilni. Jiny piiklad ljapunovské nestability je kule¢nik s
prekazkami podle nasledujiciho obrazku:

0

Dveé blizke trajektorie spolu v pozdéjSich ¢asech prestavaji souviset.
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Priklad 6: Van der Polav oscilator

él =<,

52 :_§1+5(1_5§12)§2 ) 6>0
V tomto systému se trajektorie s libovolnou po¢atecni podminkou bliZi k jediné periodické
trajektorii, kterou nazyvame limitni cyklus. Za dosti dlouhou dobu se kazda trajektorie
ptiblizi libovolné blizko k trajektorii limitniho cyklu. VSechny trajektorie z blizkého okoli
limitniho cyklu jsou ljapunovsky stabilni. V nésledujicim obrazku jsou fazové trajektorie
pro ruzné pocate¢ni podminky pro van der Poluv oscilators0 =1 ae =0.1.

(1.72)

Van der PolGv oscilator

&2
| @)
| \
L VT E—

Nékteré zakladni pojmy z teorie mnoZzin

Vzdalenost dvou bodut p (A,B):

V tomto u€ebnim textu budeme vzdalenost dvou bodii definovat jako

N
) p(AB)= > (4 -B,)
k=1

Tj. vzdalenost je ur€ovana z Pythagorovy véty. Pro definici vzdéalenosti 1ze pouzit i jiny
ptredpis spliujici zakladni pozadavky na pojem vzdalenosti. Vzdalenost dvou bodl Casto
piSeme také ve tvaru ||A — B/, kde

N

2

° 1XI= >, X,
k=1

Jde o normu (velikost) rozdilového vektoru A — B.

Vzddlenost bodu a mnoziny p (A, M ):

® minimum vzdélenosti od vSech bodii mnoziny, v¢etné jeji hranice (M );
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° P(A,M)= min p(A,X)
XeMm

e-okoli bodu Ug (A)
® kruh bez hranice se sttedem v A a polomérem ¢ ;
o U, (A)={X; p(A,X)<s}

Otevrend mnozZina M,

® kolem kazdého bodu mnoziny lze zkonstruovat okoli, které je celé v mnoziné M,;
° keVXeM,IU (X)) M, ;

® zjednodusené Ize fici, ze oteviené mnoziny neobsahuji svou hranici.

Uzaviena mnozZina M,

® nalezneme-li posloupnost bodit z M,, , ktera v né¢jakém smyslu konverguje, potom bude
limita z této posloupnosti vzdy souc¢asti mnoziny M, ;

. XPeu, ; xXH5Xx =  Xewm, ;
® zjednodusené lze fici, Ze uzaviené mnoziny obsahuji svou hranici.

Poznamky:
1) V na8em pfipadé fazového prostoru jsou body A, B, X vzdy néjaké N-tice (&1, ... ,En ).

2) Uzavfeny interval a kruh s hranici jsou uzaviené mnoziny; otevieny interval a kruh bez hranice
jsou oteviené mnoziny; polouzavieny interval neni ani oteviena ani uzavifena mnozina; prazdna

mnozina a cely prostor R? jsou ve smyslu pfedchozich definic oteviené i uzaviené mnoziny.

A-B %
<=
W A A
B

p(A.B) P(AM) Ug(A)

Definice z teorie mnozin vztahujici se k FeSeni soustavy diferencialnich rovnic
Invariantni mnozZina 9

® Interpretujeme-li libovolny bod mnoziny 7 jako pocatecni podminku soustavy
diferencialnich rocnic (1.56), potom celd nasledujici trajektorie bude leZet v mnoziné J.
Jakmile se tedy systém dostane do mnoziny 7, potom v ni bude setrvavat i ve vSech
pozdé¢jsich casech.

° 7={X; X =&(ty)eJ = X=E&{t)eJ proVit>ty}

Husté pokryta mnozina ©
® V libovolné malém okoli kazdého bodu mnoziny @ prochdzi néjaka fazova trajektorie.

Chaoticka mnozZina X

1) kazda trajektorie v X je ljapunovsky nestabilni,
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2) existuje trajektorie, ktetrd X" husté pokryje,

3) X jeinvariantni mnozina.

Atraktor A
1) trajektorie z okoli 4 jsou k 4 ,,pfitahovany®, tj s rostoucim ¢asem se k 4 blizi:

AU ;oA4, zepro VE&(ty)eU 4 plati lim p(§(),2)=0 |,
t—>oo

2) existuje trajektorie, ktetrd 4 husté pokryje,
3) A je invariantni mnozina,

4) A je uzavienda mnoZina.

Podivny atraktor §
Podivny atraktor je chaoticky atraktor, tj. vSechny trajektorie podivného atraktoru jsou
ljapunovsky nestabilni.

Limitni cyklus C
Uzaviena fazova trajektorie, ktera je atraktor.

Poznamky :

1) Kazdy stacionarni bod je invariantni mnozinou. Také kazda uzaviena trajektorie, napfiklad
harmonického oscilatoru, je invariantni mnozinou.

2) Kazda uzaviena trajektorie tvofi automaticky invariantni uzavfenou husté pokrytou mnozinu.
Limitni cyklus navic ,pfitahuje” trajektorie z okoli, tj. ma prvni vlastnost atraktoru.

3) Prikladem chaotické mnoziny je plocha kule¢niku na strané 39.
4) Podivny atraktor maze vzniknout jen v problému s dimenzi N > 3.

5) Pro dvé rovnice plati Benoixonovo kriterium: 0Of;/0x; + Of, /0x, neméni v jednodu$e souvislé
oblasti znaménko = v této oblasti neexistuje uzavfena trajektorie.

Priklad 7: 2D bruselator

Budeme zkoumat chemickou reakcei typu

4 b, x
B+x —25 yip
2x+y By 3y
x b, g
Rychlosti jednotlivych reakci jsou oznaleny ki, ..., k4. Koncentrace vychozich latek

a produktii ozna¢ime cy, cp, cp, cg . Proménnymi budou koncentrace latek X a Y: & = cy,
& = cy. Z tvaru reakci sestavime vychozi soustavu diferencialnich rovnic

d
%Zkch—kchfl+k3§12§2—k4§1 ,

d
ﬁzkchfl—ks g&

dt

Na pravych strandch jsou jen zapsany zpusoby vzniku a zéaniku latek X a Y. Opustime-li
nepodstatné konstanty, jde o rovnice typu
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d

fj —a—(BDE+E1E,

i (1.73)
S RS

Tyto rovnice poskytuji feSeni ve tvaru limitniho cyklu. Pro hodnoty ¢ =2 a f=5.9 a rizné
pocatecni podminky jsou fazové trajektorie na nasledujicim obrazku. Po dosti dlouhém case
se koncentrace &1 a &> periodicky se méni (osciluji) kolem jistych stfednich hodnot.

§2 =cy 2D bruselator

Pfiklad 8: 4D bruselator

Budeme ptedpokladat, ze ptedchozi reakce probihd soucasné ve dvou reaktorech
s moznosti vymény latky X rychlosti 01 a latky Y rychlosti d>. Koncentrace latek X a YV

v reaktorech 1 a 2 oznacime takto: &; = cx1, &2 = cy1, E3 = cxo, E4 = cyo.

oF
<>
REAKTOR 1 S, REAKTOR 2
Vychozi rovnice budou
d§1 2
?=a_(ﬁ+l)§l + §1§2 + 51(53_51)’
d
. (1.74)
d
%:ﬁfg = &6+ a(6-4y).

Jde o soustavu Ctyf nelinedrnich diferencidlnich rovnic, jejichz feSeni pro nékteré parametry
je podivny atraktor (dimenze systému je vétSi nez 3). Na nésledujicim obrazku je Cast fazové
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trajektorie, ktera by husté pokryla oblast podivného atraktoru pro ¢ =2, =59, 01=1.21

a 0p=12.1.
&)=y 1 2
: 3 £
] |
4 :
2
3= ¢ /
/4
6 /
4 S
2
4D Bruselator

Priklad 9: Lorenzav atraktor

vvvvvv

d

ol a-g

dé

7;=—§1§2 +pE-&,
dé

d: =818, -7 &

(1.75)

popisuje proudéni kapaliny mezi dvéma planparalelnimi deskami s rliznymi teplotami.
Veli¢iny &1, &2, §3 maji postupné vyznam: 1. Fourierova komponenta rychlosti, 1. a 2.
Fourierova komponenta teploty. Na nasledujicim obrazku je opét zakreslena ¢ast fazové
trajektorie, kterd by hust¢ pokryla oblast atraktoru. Rovnice byly feseny pro hodnoty

a=3, f=265v=1.
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52 Lorenzlv atraktor

1. 5. 5. Evoluéni rovnice

Pfiklad 10: Elektron dérové plazma v silném elektrickém poli
V silném elektrickém poli zplisobuji urychlené elektrony a diry ionizaci narazem. Pii
setkani elektronu s dirou dojde k rekombinaci, tj. zaniku nosi¢t. Oznadime-li &1 = n,

koncentraci elektront a §> = ng koncentraci dér, budou mit zakladni rovnice pro ¢asovy
vyvoj poctu nosici tvar:

d
jtl:“lfl—ﬂéfz )

d
f;zzazfz -B<&1é,

Prvni Cleny na pravé strané popisuji ionizacni procesy (pfirdstek nosici), druhé cleny
rekombinac¢ni procesy (Ubytek nosici).

(1.76)

Pfiklad 11: Systém dravec <> kofist
Ptredpokladame, ze dravec se zivi kofisti (naptiklad vlk a zajici), kofist ma potravy
dostatek (ji napiiklad travu). Ozna¢ime-li §1 = ng pocet dravet v uréité oblasti a § = ny
mnozstvi potenciadlni kofisti, budou mit zakladni rovnice pro Casovy vyvoj poctu zvifat
tvar:
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dé
Emab T Bias

dé
Clsrar s - phas

Prvni ¢len v prvni rovnici popisuje tthyn dravct v neptitomnosti kofisti (§2 = 0). Prvni ¢len
v druhé rovnici popisuje mnoZeni se kofisti v nepfitomnosti dravcta (§1 = 0). Druhé ¢leny
predstavuji pozirani kofisti dravci, tzv. ,,parovou interakci®, diky které pocet dravci roste
a mnozstvi kofisti se snizuje.

(1.77)

Pfiklad 12: Dv¢ socidlni skupiny
PopiSme nyni dvé skupiny lidi s odliSnym nazorem na urcity problém (piivrzenci dvou
riznych postupd, teorii, nazoru, politickych stran). Oznacime-li &1 = ny pocet ptivrzenct
nazoru A a &y =ng pocet piivrzenci nazoru B, budou mit zakladni rovnice pro ¢asovy
vyvoj poctu pfivrzencu tvar:

d
5212051651 +p186162

d
512205252 - B2616,

Koeficienty f mohou byt kladné i zaporné, parovou interakci zde tvoii setkani piislusnika
raznych skupin, diskuze atd.

(1.78)

P¥iklad 13: Chemické reakce
Uvazme chemickou reakci typu
4+B b ¢
A+C L> B+D

Rovnice pro Casovy vyvoj jednotlivych koncentraci maji tvar:

dnA

—4& = —knng — knyne,
it 1"4"p 2y e
dn_B = _klnAnB + kznAnc,
dd’ (1.79)
ne

—= = +knmy — kyn ng,
di 1"4"p e
an

—= = +knne-.

di e

Latka B je katalyzatorem reakce. Je-li 4 zastoupena v dostatecném mnozstvi jako
surovina, lze brat n4 = const. a fesit jen tfi rovnice.

Vsechny rovnice z ptedchozich ptikladii maji spole¢ny tvar

dé .
a8l (1:30)

a nazyvaji se evolucni rovmice. Poznamenejme, ze pres dvojné indexy se scita.
Charakteristickd je linearni kombinace riiznych parovych interakci. Typickymi feSenimi jsou
oscilace, limitni cykly, ve vice jak tfech dimenzich vznikaji chaotické mnoZiny a podivné
atraktory.

Rozeberme nyni feSeni soustavy dvou rovnic tvaru
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dg,
Wzalfﬁfﬂlflfz )
(1.81)
diz—a 2+ h2816
2 %292 261692
Standardnim postupem zjistime stacionarni body:
cV=00,00 ;&P =(ay/Br.-ai/B)

Nezapominejme na vyznam proménnych &. Vesmés jde o pocty jedinct néjakého typu.
Smysl tedy maji jen nezdporné hodnoty. Z matice stability uréime, ze prvni stacionarni bod

cf(l) =(0,0) jepro «ai,ax2>0 nestabilni
a1,a2<0  stabilni

a1-ar<0 sedlovy bod.

V druhém stacionarnim bodé
P =(-a,/B,.~a1/B)) je feseni pro
a1,a2>0 nestabilni v jednom sméru.

a1,a2<0 nestabilni v jednom sméru.

a1ar<0 (riizna znaménka a1, @7), jde o oscilace kolem
stacionarniho bodu.

o= [aj-a; . (1.82)

Tyto oscilace znamenaji oscilujici rovnovahu mezi jedinci obou typu, jejich pocet je
udrzovan v mezich danych oscilacemi. Prave takovy systém je systém dravec a koftist (ptiklad
11). V systému elektronil a dér v silném elektrickém poli (ptiklad 10) neni mozné dosdhnou
oscilujici rovnovahy. Pocty jedinci dvou socidlnich skupin (pfiklad 12) mohou a nemusi
oscilovat, stejné tak jako koncentrace latek v chemickych reakcich (ptiklad 13).

Frekvence oscilaci jsou

Doplnime-li na pravych stranach evolu¢nich rovnic regulacni €leny f; dostaneme tzv.
Volterr-Lotkovovy rovnice:

ek _ /! 1.83
7_akj§j+ﬂk§jéjl+fk' (1.83)
Regulacni ¢leny mohou popisovat v systému dravec <> kofist naptiklad dodévani potravy
zvnéjSku nebo vnéjsi regulaci poctu zvitat. Hodnoty f; mohou byt konstantni i rizné funkce
&asu (periodicky lov). Skala typti feseni Volterr-Lotkovovych systémil je velmi bohatd jiZ i
pro dvoudimenziondlni pfipad. V riiznych oblastech fazového prostoru nachazime rtizné typy
feSeni - oscilace, stabilni a nestabilni ohniska, stabilni oblasti, nestabilni oblasti, sedla. Pii
periodickych regula¢nich ¢lenech pozorujeme rezonance, buzeni systému. Napiiklad rovnice

typu dravec <> kofist s regulacnimi ¢lenem

d§1:_§1+§1§2+1/4 >
d”g (1.84)
dt :+§2_§1§2

ma v bodé & ) = (1,3/4) fteSeni ve tvaru stabilniho ohniska.
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1. 6. POHYBY NABITYCH CASTIC V ELEKTROMAGNETICKYCH
POLICH

Piedpoklady: 1) ¢astice vzajemné neinteraguji

2) vlastni pole ¢astic je zanedbatelné.
Elektrickd a magnetickd pole mizeme popsat bud’ elektrickou intenzitou E a magnetickou
indukei B nebo za pomoci ¢tyipotencialu (¢, A). Pfevodni vztahy jsou

E:_G_A_&ﬁ , (1.85)
ot 0x
B=rot A . (1.86)

Zde ptedpokladame, Ze ¢(z, x) a A(¢, x) jsou piedem dané funkce. Problém pohybu nabitych
¢astic miizeme potom zapsat v Lagrangeové formulaci takto:

Nerelativisticky Relativisticky

L:%mvz—Q¢+QA-V L:—mczwll—vz/cz—Q¢+QA-v (1.87)
ng%:mv+QA pfg§=—;%%§;+QA (1.88)
W= gi V—L=%mV2+Q¢ W=%'V—L=%22/02+Q¢ (1.89)
H = P=Q0A)" Q A)’ — =" 1 0¢ H=c\/mzcz+(p—QA)2+Q¢ : (1.90)

Pozn. 1: Energii budeme v této kapitole znacit /¥, abychom ji odlisili od intenzity elektrického pole E.

Pozn. 2: Pov8imnéte si, ze W= T + V, energie totiz nezavisi na A, magnetické pole neméni energii,
ale pouze smér rychlosti.

UkaZme (pro jednoduchost v nerelativistickém piipad€), ze ptislusné Lagrangeovy rovnice
jsou totozné s Lorentzovou rovnici pro pohyb nabité astice. Ve slozkdch mame

1
L=Emvjvj —09(1,x) + 04;(t,X)v; ;

== = o0,
dt ov; OX;
d 8¢ 8Aj
— +04) + O—— —v; =0,
g 0A) + 075 - 07y,
d OA. OA. dxj o aAj
—(mv;) + L+ O0—r—+ 00— -0—>v; =0,
dt(m )+ e ot Q@xj dt Q@xl- anl- J
. 0A: O0A;
i(mvl_) — Q _% _ % + U _j__l ,
dt ot Oox; J ox; 8xj

vektorové
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OA 04

—(m) Q|:-—-—+VXI'OtA:| ,
ot 0x (1.91)

%(mv):Q[E +vxB] ,

coz je znama Lorentzova rovnice.

1. 6. 1. Konstantni homogenni elektrické pole (relativisticky)

y
E ’ E=(E,0,0) = ¢=—Ex ,
- B=(0,0,0) = A=0 ;
pocatecni podminky:
T — x(0) = (0,0,0),
—
0 D(O0) = (0. py,0). kde py =mup/1-03 /2

Hodnota potencialu ¢ plyne ze vztahu (1.85) pro A = 0. Hamiltonova funkce problému je

H:c\/mzc2 +(p —QA)2 +Q¢:c\/m202 +P§ +P§ — QFEx,

a ptislusné Hamiltonovy rovnice maji tvar

)'c:{x,H}— P ,
\/m ¢+ pi+p;
. cp
y={y,H}— 2 :
\/m 2+ p+p? (1.92-95)
oH
px={px,H} ___QE P
oH
—(p. H =—ZL )
={p,.H} oy

Integraci rovnic (1.94), (1.95) dostaneme
p(t)=QEt
py(t) = py(o) = const = Po

Toto feseni dosadime do rovnic (1.92), (1.93) a integrujeme'

= dt = Ef)’ — 7y ),
x(t) = \/m Ep t = CJ-O = (QEt ( 5+ (QE) 7T0)
Po€
() = dt = CJ‘O Ea— = Q_ arcsh{ J

\/ m2c? + px + py
Vysledné feseni je tedy dano vztahy
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2
x(t) = o€ 1+ @ -1 5 y@) = Earcsh @ ,
OF 7 OE 4 (1.96)

Py = mvo/\/l—vg/c2 ; T = m*c* + pg.

Proved’'me nyni nerelativistickou limitu

v<<c (tj. ppKmec) = myrmc; py=myy, tj.

2
X(0) = (QEZJ 1| =M (QEfj 1= e
QE mc QE 2 mc 2m
(QEtj cmv, QEt
~ . = Uot .
mc OF mc
Vidime, Ze vyrazy ptrechazeji ve znamé klasické vztahy — pohyb rovnomérné zrychleny ve

sméru pole a pohyb rovnomérny napfi¢ pole. Soucasné rychlost ve sméru pole vy neroste
nade vSechny meze, tak jako v klasickém pfipadé:

y()——

lim v, (¢) = lim d—— hm — (QE) ! =c

t—>o© t—o0 dt QE ’ﬂ.g +(QEZ‘)2

V libovolném kone¢ném cCase ¢ je vzdy vy < c .

Vylouc¢ime-li z (1.96) ¢as dostaneme trajektorii Castice

_ mye OF ~
X = OF l:ch(poc yJ l:l . (1.97)

Rozdil mezi funkcemi x = y2/2 (klasicka trajektorie) a x =ch(y) — 1 je na obrazku:

y

X

1. 6. 2. Konstantni homogenni magnetické pole (nerelativisticky)
y E =(0,0,0) = =0 ,
A=(-By,0,0) nebo
B =(0,0,B) = A=(0,Bx,0) nebo
A=1/2(-By,Bx,0)

pocate¢ni podminky:
B X x(0) = (0,0,0)
p(O) = (0: muv g, O)
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Hodnota vektorového potencialu A plyne ze vztahu (1.86). Pro vektorovy potencial A
budeme pouzivat druhé z uvedenych moznych vyjadieni. Zobecnénd hybnost je v nasem
ptipad¢ dana vztahem p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkci plati

pi +(p, —0Bx)* + p2

2
- P-0A) L 04 =
2m

2m
a Hamiltonovy rovnice jsou
xz{x,H}za_Hzﬁ ’
op, m
oH P, —OBx
y=inHy=——=~ :
py m
Z—{Z,H}zs_H_pZ )
LE (1.98-103)
: oH 9B(p, — OBx)
px:{pxﬂH}:_ = X >
ox m
oH
py={p,,Hi=——-=0,
y y ay
: oH
pZ:{pZ,H}:—E:O

Z rovnic (1.102), (1.103) mame ihned
pPy()=p,(0)=mvy
p:0)=p-(0)=0
Tyto vyrazy spolu s py vyjadienym z (1.98) dosadime do (1.101) a ziskdme tak rovnici
X+ (@jz X= %
m m

pro proménnou x. Po jejim vyfeSeni zname zévislost x(f) a miizeme jiz piimo integrovat
rovnice (1.99), (1.100). Vysledné feSeni ma tvar

x(t)=R; — Ry cosw.t ,

y()=Rpsinw.t (1.104)
z(t)=0 ,
kde jsme oznacili
muv B
M, 98 (1.105)
OB m

tzv. Larmoriv polomér R; a cyklotronni frekvenci @. Rovnici trajektorie ziskdme
vyloucenim ¢asu z (1.104):

(x—R;)+y*> = R} . (1.106)
Vidime, Ze pohyb se d¢je po kruznici s polomérem R; a se sttedem S=[ Ry, 0 ].

Magnetické pole neplisobi na pohyb c¢astice ve sméru podél pole. Kolmo na smér pole
pusobi Lorentzova sila, ktera zaktivuje trajektorii ¢astice na kruznici. Pfi nenulové pocatecni
rychlosti v,(0) je pohyb Castice slozen z rovnomérného piimocarého pohybu podél pole
a Larmorovy rotace (gyrace), tim vznika pohyb po Sroubovici.
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Samotné elektrické pole naopak neplsobi na pohyb ¢astice napfic pole
(v nerelativistickém ptipadé€) nebo jen velmi malo (v relativistickém ptipad¢€). Ve sméru pole
dochézi k urychlovani.

y

Yo
0<0 Y 0>0 g 0>0
Yo
UOZ X

1. 6. 3. Zkrizena pole (nerelativisticky)
y E =(E£,0,0) = $p=—Ex ,
A=(-By,0,0) nebo
B=(0,0,B) = A=(0,Bx,0) nebo
A=1/2(-By,Bx,0)

pocatecni podminky:
" ! x(0) = (0,0,0) ,
B p(0)=(0,0,0) .

Pro vektorovy potencidl A budeme pouzivat druhé z uvedenych moznych vyjadreni.
Zobecnénd hybnost je opét p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkci plati
2 2 2
px +(p, —OBx)" + p;
2m

- (p-04)
2m

+0¢ = — QEx

a Hamiltonovy rovnice jsou
OH _ Py
px

O0H p, —0OBx
ap, B m ’

Zz{z,H}:aa?H:%

B — OBx
oH _9B8(p, -0 )+QE ’
ox m
) OH
py:{pyaH}:_Ezo 5
OH

’ = ’H :——:O
p. =1{p..H} Py

x={x,H}=

b

y={y.H}=

2

(1.107-113)

px :{pxaH}:_
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Postupem zcela analogickym ptredeslému ptikladu ziskame feSeni

xt)=R; —Rjcosw.t ,

y()=Rysinw.t — vt (1.114)
z(t)=0 |,
kde jsme oznacili
muv
0 =2 ., 2E . g T (1.115)
m B OB

tzv. cyklotronni frekvenci w., driftovou rychlost v; a driftovy polomér R; Rovnice
trajektorie ma po caste¢ném vylouceni ¢asu z rovnic (1.114) tvar

(x=Rg)* + (r+vgH)* = R . (1.116)

Jde tedy o pohyb po kruZnici s polomérem Ry, jejiz stied S=[Ry, —vst] se pohybuje
konstantni driftovou rychlosti v; kolmo na elektrické i magnetické pole. Vysledna kiivka
(1.116) se nazyva cykloida.

Up =a)cRD Up < a)CRD Up >a)cRD = Ex

V bodech trajektorie 1, 2,3 ma castice riiznou potencidlni energii
p=—Ex =  $1<P<¢;

a vzhledem k zdkonu zachovani energie i riznou rychlost
1 5
Emv + Q¢ = const = U] > Uy > U3

a tim i rizny LarmorGv polomér:
_mv
0B
Cykloidalni trajektorii Castice lze tedy interpretovat jako pohyb po kruznici s proménnym
polomérem. Poznamenejme, Ze pro cykloidu plati presné

Uy :a)cRd . (1117)

Neplati-li tato relace, jde o obecnéjsi kiivku, ktera se nazyva trochoida. Pro nenulovou
pocatecni rychlost pohyb probiha praveé po trochoidé:

L = Ry >Ry >Ry,
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x(t)=R; — Ry cosw.t
y(t)=R;sinw.t — vyt (1.118)

z(t) =vg, t
kde se driftovy polomér zménil na

2 2
m4lvg, + (g, +V,)
R, = vb. gp;y @ (1.119)

Pohyb se opét déje po kruznici s pohybujicim se stiedem

S:{M,_Udt}
OB

1. 6. 4. Drifty

Vyse uvedeny vypocet je specidlnim ptipadem tzv. driftovych pohybil. V ptipadé, ze na
Castici pisobi kromé& magnetického pole jeste dalsi silové pole, které se méni v prubehu jedné
gyracni periody jen velmi malo (v Case i v prostoru), posouvd se gyracni stied driftovou
rychlosti

_FxB

OB’
Tento vyraz je ve skutecnosti pfesny jen pro konstantni homogenni pole F. V ptipadé pomalu
se ménicich slabé nehomogennich poli jde o prvni pfiblizeni po vystiedovani vychozich
rovnic pres gyracni pohyb.

v, (1.120)

e E x B drift. E x B drift je drift elektricky nabité castice v elektrickém a magnetickém poli.
Z (1.120) plyne pro F = QE

ExB
Vg = (1.121)
E B2
Drifova rychlost je kolma k obéma polim a jeji velikost je
Vg zgsina , (1.122)

kde « je uhel mezi obéma poli. Dfive odvozeny vztah (1.115) pro driftovou rychlost je
specialnim ptipadem vztahu (1.122). Driftova rychlost nezavisi na hmotnosti a naboji
Castice, elektrony 1 ionty v elektrickém poli driftuji stejnym smérem. Tento drift nebude
puvodcem elektrického proudu, ale je jednou z madla cest, kterou ziskévaji ionty vyssi
energii nez elektrony.

e Gravitacni drift. V gravitatnim silovém poli F = m g a magnetickém poli dochézi k driftu
s rychlosti

_mgxB
OB’
ktera je kolma ke gravitatnimu 1 magnetickému poli. Jeji smér zavisi na naboji Castice a

pro elektrony a ionty je opacny. Velikost sily zavisi na hmotnosti ¢astic. Tento drift mize
byt zdrojem elektrickych proudi.

(1.123)

b

Vg
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Grad |B| drift. V slabé nehomogennim magnetickém poli piisobi na gyra¢ni stied ¢astice
fiktivni sila (fiktivni proto, ze jde o silu pusobici na gyraéni stfed - pres gyraci byly
rovnice vystiedovany)
2
- muv
F=—uV|B| ; u=—= . (1.124)
2B
u je magneticky moment proudové smycky vytvorené Larmorovou rotaci ¢astice. Lze
ukdézat, ze tato veliina se zachovava v ptipadé pomalych zmén poli v porovnani s gyraci
(e tzv. adiabatickym invariantem). Rychlost jsme rozlozili na slozku kolmou

a rovnobé&znou s magnetickym polem:

V=V +vV . (1.125)

V |B| drift je zplisoben zménou velikosti magnetického pole. Pfislusna driftova rychlost
ma velikost

(1.126)

Tento drift zavisi na hmotnost a ndboji ¢astic, povede k riznému driftovani elektronti
a iontl a ke vzniku elektrického proudu v plazmatu.

Drift zakriveni. Pfi pohybu kolem zakiivené silokiivky magnetického pole bude na
Castici pusobit odstfediva sila

2
Vi Ry
=— —= 1.127
R R (1.127)
kde Ry je polomér kiivosti siloktivky. Rychlost driftu zakfiveni je
2
mvi R, xB
vp= k22 (1.128)
OB~ Ry

Drift zaktiveni opét povede ke vzniku proudu v plazmatu. Polomér kiivosti parametricky
zadané¢ kiivky (parametr /) miizeme urcit ze vztahu:
1

o =lld?/ds?; ds=|dv> +dy? +dz> =i+ + 22 dr . (1.129)

[ ] Q>0
e« ! 0>0
—uVB VB . . Q<0
F—

. 4+— 4 7
° : /v
[ ] b B
0<0 )
VB drift drift zakfiveni v okoli vodi¢e
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e Polariza¢ni drift. Bude-li se velikost elektrického pole pomalu ménit v ¢ase, bude se také
meénit driftova rychlost vg. To odpovida plisobeni setrvacné sily

dE
—xB
_ o dvp gt
F=m z " 7
a polariza¢nimu driftu
Bx(a:iExB]
szﬂ—t , (1.130)

ktery je opét ptivodcem proudu v plazmatu.
1. 6. 5. Nékteré specialni konfigurace poli

Magneticka zrcadla

V magnetickych zrcadlech je mozné po urcitou dobu udrzet nabité Castice. Magneticka
zrcadla vyuzivaji sily (1.124), kterd mtze obratit smér pohybu ¢astice. Oznacme thel mezi
rychlosti ¢astice a magnetickymi siloktivkami 6. Potom je

v =vusind ; v =veosd . (1.131)

Ze zakona zachovani energie W a adiabatického invariantu u

W= %mv2 + Q¢ = %mvi + %mvf =const ;
5 (1.132)
_ muv |
2B
plyne zakladni rovnice pro zrcadla
in2 in? sin” @
sin” 0 = const ; tj. sin" 0 _ 0 (1.133)

B B B,
Index 0 oznacuje hodnoty pole a thlu v misté néstielu ¢astice. Z (1.133) plyne, Ze Castice
nastfelena pod thlem 6y v misté s polem B( bude obracena zpét, vzroste-li velikost pole na

kritickou hodnotu
B
B.=— 20
sin” 6,

(1.134)

Nedosahne-1i magnetické pole této hodnoty, Castice ze zrcadla unikd. Mame-li naopak zadano
maximalni pole B, potom ze systému uniknou vSechny castice s 6 <6y v misté s polem By
podle (1.134) (tzv. Gnikovy kuzel).

Zaménou sméru proudu v civkadch magnetického zrcadla vznikne tzv. azimutédlni zrcadlo.
V azimutalnim zrcadle je v centru |B| =0, Larmoriv polomér je nekonecny, cyklotronni
frekvence nulova a zmény poli nejsou malé ve srovnani s Larmorovou rotaci. Adiabaticky
invariant u se nezachovava a cCastice, které prosly centralni oblasti, se snadno dostanou do
unikového kuzele.

56



Teoreticka mechanika

Pohyby nabitych ¢astic
X X X ()
_/’_\_ ~SNYY) « o
— O U U U azimutélni zrcadlo
-uVB—
(] [ [ X
magnetické zrcadlo

Magneticky dipol
Pohyb nabité ¢astice v magnetickém dipolu se sklada ze tii periodickych pohybii:
1) Larmorova rotace (gyrace)

2) longitudinalni pohyb mezi jednotlivymi odrazy v polarnich oblastech (zrcadla)
3) transverzalni driftovy pohyb (drift zakiiveni)
Ptikladem magnetického dipolu miize byt magnetické pole Zemg.

magneticky dipdl

Toroidy

V toroidalni geometrii dochazi k driftu zakfiveni, ktery zptisobuje separaci naboje, tim vznika
elektrické pole a E x B drift, kterym ¢astice unikaji z prostoru toroidu. Tomu lze ¢astecné
celit zkroucenim silokiivek pole (dodatecnym poloidalnim polem). Zékladni toroidalni pole
vznikd za pomoci civky navinuté na plast’ torusu. Dodatecné poloidalni pole mizeme ziskat
riznymi zpusoby. Jmenujme alesponi:
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1) stelardtor — vinuti je Sikmé.
2) tokamak — torus je sekundarem transformatoru. Tim v prostoru tokamaku vznika
elektricky proud, ktery generuje poloidalni pole.

> primarni
— vinuti

A A A oA

sekundarni
Lvinuti“ - tokamak

3) multipoly — v pracovnim prostoru jsou vodice, které generuji poloidalni pole.

Poznamenejme na zéavér, ze ve skuteCnych zafizenich se jednotlivé castice vzajemné
ovliviiuji a to bud’ lokdlnimi srazkami, nebo prostfednictvim vzniku kolektivnich poli celého
systému ¢astic — plazmatu.

Veskeré uvahy zde uvedené plati tedy jen za piredpokladii uvedenych na pocatku této kapitoly
(tfidké horké plazma).

58



	PETR KULHÁNEK
	FEL ČVUT
	PŘEDMLUVA
	1. TEORETICKÁ MECHANIKA
	1. 1. ZÁKLADNÍ POJMY
	1. 1. 1. Základní pojmy z mechaniky
	1. 1. 2. (M) Einsteinova sumační konvence
	1. 1. 3. (M) Délkový element

	1. 2. INTEGRÁLNÍ PRINCIPY MECHANIKY
	1. 2. 1. Hamiltonův princip nejmenší akce
	1. 2. 2. Lagrangeovy rovnice
	1. 2. 3. Jednoduché příklady
	1. 2. 4. Další příklady

	1. 3. ZÁKONY ZACHOVÁNÍ V PŘÍRODĚ
	1. 3. 1. Teorém Noetherové
	1. 3. 2. Zákon zachování hybnosti
	1. 3. 3. Zákon zachování energie

	1. 4. HAMILTONOVY KANONICKÉ ROVNICE
	1. 4. 1. (M) Lieova algebra
	1. 4. 2. Hamiltonovy rovnice
	1. 4. 3. Harmonický oscilátor
	1. 4. 4. Poissonova formulace Hamiltonových rovnic
	1. 4. 5. Numerické řešení Hamiltonových rovnic

	1. 5. VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC
	1. 5. 1. Matice stability a fázový portrét systému
	1. 5. 2. Metoda potenciálu
	1. 5. 3. Bifurkace
	1. 5. 4. Ljapunovská stabilita, limitní cyklus, atraktor
	1. 5. 5. Evoluční rovnice

	1. 6.  POHYBY NABITÝCH ČÁSTIC V ELEKTROMAGNETICKÝCH POLÍCH
	1. 6. 1. Konstantní homogenní elektrické pole (relativistick
	1. 6. 2. Konstantní homogenní magnetické pole (nerelativisti
	1. 6. 3. Zkřížená pole (nerelativisticky)
	1. 6. 4. Drifty
	1. 6. 5. Některé speciální konfigurace polí
	Magnetická zrcadla
	Magnetický dipól
	Toroidy




